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前言 


数学分析是大学数学系的一门重要必修课，是学习其它数学 
课的基础。同时，也是理工科高等数学的主要组成部分。 

吉米多维奇著的《数学分析习題集》是一本国际知名的著作, 
它在中国有很大影响，早在上世纪五十年代，国内就出版了该书 
的中译本。安徽人民出版社翻译出版了新版的吉米多维奇《数学 
分析习题集》，以俄文第13版（最新版本）为基础，新版的习题集 
在原版的基础上增加了部分新題，共计有五千道习題，数量多，内 
容丰富，包括了数学分析的全部主题。部分习题难度较大，初学 
者不易解答。为了给广大高校师生提供学习参考，应安徽人民出 
版社的同志邀请，我们为新版的习題集作解答。本书可以作为学 
习数学分析过程中的参考用书。 

众所周知，学习數学，做练习题是一个很重要的环节。通过 
做练习题，可以巩固我们所学到的知识，加深我们对基础概念的 
理解，还可以提高我们的运算能力，逻辑推理能力，综合分析能 
力。所以，我们希望读者遇到问题一定要认真思考，努力找出自 
己的解答,不要轻易查抄本书的解答。 

廖良文编写了第一、二、三、四及八章习题的解答，许宁编写 
了第六、七章习题的解答。本书的编写过程中，我们参考了国内 
的一些数学分析教科书及已有的題解，在许多方面得到了启发, 
谨对原书的作者表示感谢，在此，不再一一列出。 

本书自出版以来受到广大高校师生的高度肯定，深受读者喜 
爱，畅销不衰。此次再版，我们約正了前一版中存在的个别错误, 
对版面进行了适当调整。在此对为此书付出辛勤劳动的各位老 
师表示深切的谢意！ 

由于我们水平有限，错误和缺点在所难免。欢迎读者批评指正。 
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•实数 第一章分析引论 


第一章 


分析引论 


§1. 实数 

1. 数学归纳法为了证明某定理对任意自然数72是正确的， 
只要证明下面 两点： 

J 1) 该定理对〃 =1是正确的; （2) 若该定理对任何一个自然 

数的，则它 I 其后的一个 自 然数” + — 


2. 分割若把有理数分为 A 、 B 两类，使其满足下列 条件： 
(1) 两类均非空集； （2) 每个有理数必属于一类，且仅属于一个 
类； （ 3) 属于 A 类(下类）的任何数都小于属于/3类（ t 类）的任 g 
数，此分类法被称之为分割 .（ a ) 若或者下类 A 有最大数,或者上 
类有最小数,则分割 A / B 确定一个有 理数; 

若 x 为实数，则由下列条件所确定的非负数 
1x1 ， 称为 X 的绝 对值： 

I , l ~ X9 若 X <0; 

|x|= l L 若 oa 

对于任何实数 x 和: y ，下列不等式成立 

丨工 I—I ：y 1<1 ^ + y 1<1 ^ l+Lyl. 


4. 上 碗界和下确界 ^ X = { x } 为实数的有界集 ，若： 
(1) 每一个: rGX ® 满 i 不等式 

x ^ m. 


① 今后如没有相反的说明,我们把所研究的数都理解为实数. 

② 符号 xe x 表示数字: r 属于集 x . 
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(2) 对于任何 e >0, 存在有 y 6 X ，使得 

则数 m = inf { x } 称为集 X 的下确界. 

同样，若： 

(1) 每一个 x 6 X 满足不等式 

(2) 对于任何6>0,存在有久，使得 
x > M - z , 

则数 M = sup { x } 称为集 X 的上确界. 

若集 X 下方无界，则通常说 
inf { x } =— ° o ， 

若集 X 上方无界，则认为 
sup { x } =+ OO . 

5. 绝对误差和相对误差若# 0) 是被测量的准确值， 
而: r 是这个量的近似值，则 
△ = I x — a | , 

称为绝对误差，而 


称为被测量的相对误差. 

如果 x 的绝对误差不超过其第 ri 个有效数字的单位的一半， 
则说明 x 有^位准确的数字. 

运用数学归纳法证明：下列等式对任何自然数〃都成立. 

【1】证明1+2 +… +77 = ^^. 


证当 rz = l 时，等式显然成立. 
设当„ =々时等式成立，即 


1十2 +…+々= 


H 是 + 1) 
2 


则当 n = A + 1时，有 
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1 + 2 +…+奸（是+ 1) 
= Hk ± l) +k + l 


— (奸1)[(々 + 1) + 1] ， 

即对《 = A + 1等式也 成立. 

于是由数学归纳法知，对任何自然数 ”，有 

1 + 2 + … + n == ^ L i _ ) . 


【2】证明 1 2 +2 2 +…十 Y = △ 士 - U(2n+i) 

0 

证当;2=1时，等式 成立. 

设当 = A 时，等式成立，即 


1 2 + 2 2 + -+务 2 


= 々 U + l )(2々 + l ) 

6 


则当 n = 々 + l 时，有 

1 2 +2 2 +…+ 是 2 + (々 + 1) 2 



价 + 1)(2走 + 1) 
6 


+ U + 1) 2 


=音(々 + 1)0(2是+ 1)+6(々 + 1)] 


= + i)[(k + 1) + i][2a + 1) + 1], 

即当71 = A+1 时，等式也 成立. 

于是由数学归纳法，对任何自然 数〜有 P + 2 2 +…+ Y 

w(n + l )(2” + l ) 


【3】证明 1 3 +2 3 +… +n 3 = (1 + 2 + …+ ；2) 2 . 
证当1时，等式显然成立. 

设当 71 =6 时，等式成立，即 

1 3 +2 3 +- + 务 3 = (1 + 2 + — +々) 2 ， 

则当„ =是+ 1时，有 
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1 3 +2 3 +… +々 3 + (A + l ) 3 
= (1 + 2 + … + 々 ) 2 + a + i ) 3 

= [ MA ± l)J + a + i )3 

_ U + i ) T (々 + l ) + i ] 2 
_ 4 

= [1 + 2 + … +A + G + 1)] 2 , 

即当 n = A + l 时，等式也 成立. 

于是，对于任何自然数 n ， 有 

l 3 +2 3 +-+ n 3 = ( l +2 + -+ r 0 2 . 

【4】证明 1 + 2 + 2 2 +…+ 2“ = 2”一1. 

证当;1 = 1时，等式成立. 

设” =«时，等式成立，目卩 

1 + 2 + 2 2 +… + 2H = 2*-1 ， 

则当72 =々+ 1时，有 

1 + 2 + 2 2 +… + 2H+2* 

= ( 2 *- 1 )+ 2 * = 2 ^- 1 , 

即当《 =々+ 1时,等式也成立. 

于是对任何自然数 n ， 有 

1 + 2 + 2 2 +… + 2 n = 2 n -\. 

【5】设 = a(a — /0 … [a — (n — 1 M ] 和 = 1. 

n 

证明 ：（a + 6 ) w = 2 CTa [ n °6 w ，式中 C ? 为由； 2 个元素中选取 

m 个的组合数，由此~推°导出牛顿的二项式公式. 

证 当 n = l 时，有 (a +6 )「 n = a + 6, 

1 

=a + 6, 

所以等式 S 立 • 

设 71 = 6 时，等式成立.即 

(a + 6) w = 
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则对于„ = A + 1， 有 
(a + 6)_ ] 

= (a-\-b) M (a+b-kh) 


= (a-\-b-kh) - 

= ( a +6- M ){ aa w ^ 0] + aa [ ^ ,] 6 tl] + } 

= {( a - kh )+ b } C 0 k a W ^ 

+ { (a — (卜 l)h) + (b-k) + … 

+ {a + (b-kh)}Oa [ 0 l b M 

= ( V ， 0 ] + C 2 a w 6 [1] + Cia [⑽] 

+ Ci(2[H]6C2] + … + (V 1 妒 + CV 0 ]# 1 ] 

= + ( CJ+a W 1] + … 

+ ( O ' 1 + a ) a Cll ^ ] + Otla C 0] 6 : ^ 1] 

=a ^_ 从 0] + … + Otia [0] 6 CH ' 1] 


扦 1 




m —0 


即对 „ = A + 1 时，等式也成立. 
于是，对于任何自然数〜有 


(a + 6) w = 2]CTa M 6 w , ① 

m —0 

令 A = 0, 则有 a w = a \ ② 

将②式代入①式，得牛顿二项式公式 U + W ” = 念 da"b\ 
【6】证明伯努利不等式 m 

(1 +々 ）（1 +«r 2 ) … （1 + j:„) > 1 +xi +x 2 + …+ 工”， 

其中^ , x 2 ，…， x „ 是符号相同且大于一 1的数. 

证当 rz = 1时，不等式显然成立. 

设^ =々时,不等式成立 ， BP 

(1+ H )(1+ 工 2 )."(1+工,） 

^ 1 + * T ] + X 2 + +X k , 


5 



吉米多维奇数学分析习题全解(一) _ 

则当 W = A +1 时，由于 

or , >- 1 (i = 1，2 ,…， A + 1), 

所以 1+ A >0, 因此有 

( l + x 1 )( l + x 2 )-( l + x ,)( l + x M ) 

^ (1+Xi +x 2 H - h ) ( 1 + xh ) 

= (1 +Xi + JT 2 + … + X k + ) 

+ ( XiXk ^-\ + X 2 Xk ^\ + — 

又由于乂 & 彡0 a，j = nrr ^^ Trrn ， 

所以 （1+々）（1+了 2 )."(1+々）（1+了 ⑷） 

^ 1 +Xi +: r 2 + …+ Xh -1 » 

即当” = A + 1 时，不等式也成耷. 

于是，对于任何自然数;2,有 

(1 +Xj )(1 + J- 2 ) ，# *n + J ： n) ^ 1+Xj + J* 2 + ••• +X„. 

【7】证明••如果: T >—1， 则不等式 （1 +j •: T > l + nr ( n 〉 l ) 
成立，且仅当 x = 0 时，等号成立. 

证.当 n = 2 时， 

(1+ x ) 2 = 1 + 2 J - + J ： 2 ^l + 2 x . 

即不等式成立，当等号成立时，有 ： r = 0. 

设„ =々时，不等式成立， g ( I(l + a:V > 1 + kx 且等号仅当 x 
= 0时才成立. 

则当=走+ 1时，由于 l +« r >0, 有 
( l + x) M = ( l + x )*( l + x ) 

>( l +4 r )( l + x ) 

= 1 + a + lXr + ib* 2 >l + (々 + lXr, 

且等号仅当 x = 0 时，才成立. 

于是，由数学归纳法，对任何自然数 n(rz > 1)，不等式 （1 + 
: r )” > 1 + nr 成立,且仅当 z = 0时等号成立 • 

【8】证 明：当 n > 1时，71! < (^)". 

提示 :利用 不等式 
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证当” = 2时，因为(宁) 2 = |> 2 = 2 !■故不等式 成立. 
设72= A 时，不等式成立，即 

々!<(W， 

则当 n = 6 + 1时，有 

(k + l )\ < ( 甲)*(是 + 1) =2( 爭广 - 

而 （SI 广 1 = O+rhT〉 2 “ = ! ， 2 ,…)， 

从而 ( , M)!<(4-T = L^ A± i m r* 

即当《 = 4 + 1时，不等式也 成立. 

于是，对于任何自然数 ” > 2有”！ < (^)\ 

191 证 明:当 n> 1 时，2卜4! … （2n)! > [(n + 1)!]' 

证当 n = 2 时,显然有2!4! =48〉[(2+1)!] 2 =36. 
设 n = A 时，不等式成立，即 

2!4!."(2 々）！ >[(々 + 1)!]*. 

则当”=是+ 1时，有 

2!4!… （ 2 約！（ 2 灸 + 2)! 

>[a + l)!]*(2k + 2)! 

= [a + l)!j H - l (k-h2)(k + 3)-(2k + 2) 

>[(i + l)!j M (k + 2) M 

= [U + 2)! ： T, 

即当 《 = A + 1 时,不等式也成立 • 

因此对任何大于1的自然数有 

2!4!-(2n)!>[(n + l)!j\ 
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【10】证明不等式 

1 3 2 n-l 

—• • • • 


In 


< 


_J __ 


证当 n 


1时，显然有+ <_，不等式成立. 


设当 72 =々时，不等式成立，即 
1 3 2是 一1 / 1 


乙生 2 々 V2k + l 

6 + 1时，有 

1 3 2k-I 2 走 + 1 

—- # • • • ■ ■ ■ ■ ■ _ - 

2 4 2k 2k + 2 


< 


则当 n 


< 


_1 _ 2々 + 1 
^TT # 2 々 + 2 


/ 2 kTI 

2k + 2 9 


2 k +1 


2 k + 2 


< 


m V 2 k±l _1_ 

而 2 k + 2 < y 2 FT 3 , 

事实上，我们有 4 P + 從 + 3 < 从 2 + + 4 ， 

即 （2灸 + 1 ) (2々 + 3) < (2々 + 2) 2 ， 


从而我们有< 


_J _ 

r 2 kT r 3 


2k + 1 
2(々 + 1) 


< 


2(々 + 1) + 1 


即当 rz = 々 + l 时，不等式成立. 
由数学归纳法，命题证毕. 
[10. 1] 证明不等式 


( 紐云士 …+ 去 〉 7 ^ ( ^ 2) 


( 2 ) 


.irH 


> (n + ir (n^3 )； 


n n 

(3) I sin ( 2) <2 sinx * 


(0 ^ Xk < rr，A = 1 ， 2,… ， w); 



(4) (2n)\<2 2n U\) 2 . 

证 （1) 当々= 2时，因为 


1+砉) 2 = 1 + 2 •砉 + {>2=( 乃) 2 ’ 


、 n， … n 

所以不等式成立. 

设当〃=々时，不等式成立，即 

1 + 士 H - h -~ 〉 vX, 

72 Jk 
则当 n = 々 + l 时，有 




n >/k +1 

而当 a > 2 时， v ^ m , 所以有 


TTT 




走+ 1 




因此 i +^+ …+去+-7=1 二. > y ^ n , 

>/2 41 vT+I 

即当 n = 々 +1 时,不等式成立.由数学归纳法,命题证毕. 
(2) 事实上，我们只需证明 

(72 + 1 广 / ■ / on 


〈 n (.71 ^ 3) , 


而 


(n+1) 




=1 + 1 + Cl 7 G ^ + …+ ^ + …+ ; 

= 2 +訃 -+)+ 訃 4 M 1 -吾)+… 
+訃-以 1 -!)“々-^^ ••• 

+告 G —士 K 1 一 I ) … 0 — ¥)• 

而当々〉2时， (1 — ^)<1，古<*， 


n 
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所以 


1 + 含； <2 +专+亲 


2十 （1 - _7)< 3 < n . 


因此 U 十 

(3> 因为当0< a 时, siiur * >0, 
所以当 n = 1时，不等式显然成立 • 
设当 n = A 时、不等式成立、即 

I sin( 2 工 : ） | < S sinj •‘、 

# 1=1 2=1 

则当 n = 4+1时，有 

H -1 


I sin (5] x « ) 

1-1 

= | sin( 2 工、 ）* cos.rn -1 + cos( )siarH-i | 

i=i *=i 

< ； sin( ^]xi ) 卜 I cc • 叫 u I + I cos(2^i) I I sirur H ] | 

i«l i*=l 

< I sin(2^) + siazni 


M 


^ y ^ siar t > 

即当 n = /+ l 时，不等式成立.由数学归纳法，命题证毕 • • 

(4) (2n)\= 1X3X5X … 

X(2«—DX2X4X … X(2 ”） 
<(2X4X-X2n) 2 
= 2 2 "( n !) 2 . 

1111 设 c 为正整数，而且不是整数的平方，^为确定实数 f 

的分割，其中 J 3 类包含6 2 > c 这样的所有正有理数6，而 A 类包含 
其余的所有有理数， 证明: A 类中无最大数，而 S 类中无最 小数. 

证我们要证明对任意 a e A ， 存在 J 使得 〆 > a 且/ 6九 
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若^<0,则显然存在^>0>^1且^6九故不妨设 a >0, 
于是 CZ 2 <(：但^2 2 9^，倘若不然， a 2 = C . 设^2 = f ， 其中 P ， q 为互 

质的正整数， 则专 = c .由于 C 是正整数，而 〆 与 g 2 也是互质的，故 
必有 g = 1，从而 c = 〆 ，这与题设矛盾.因此 < c . 下面我们证 
明，当 ”充分 大时， ( a + 士 ) 2 < c ， 即 

a + — 6 A ， 

n 

上述不等式等价于穿+士 < n 2 ， 

而 2 a + \^ < 2 a ± l t 
. n rr n 

故只需取 n 使得&^ < c ，_ a 2 , 

n 

为此只需取^±4, 

c — a 

因此当时 
故 A 类中无最大数. 

应用相同的方法，可证明 B 类中无最小数，实质上，此分割4 
确定一个无理数么 

【12】用下列方法建立确定数为的分割 A 类包含符合^ 

<2条件的所有有理数 a ; 而 B 类含有其它的所有有理数，证明 A 
类中无最大数，而 B 类中无最小数. 

证设 a 6义，即 d < 2, 下面我们证明存在正整数 n ， 使 

(a + i -) 3 <2. 

事实上，上式等 价于誓 +^ f + ^<2- a 3 , 


11 
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若 a < 0,取 w = 1即可.不妨设 a > 0. 


由于¥ + ff + ^< 3a ' + ^ a + 1 ，故只需取 n 使得 


3 a 2 + 3 a + 1 


< 2 - 


n > 1 即可. 


当„〉^^±_1 时， a+ ^ A . 


故 A 类中无最大数. 

下面证明 B 类中无最小数，设66 B , 则6 3 >2. 首先证明6 3 关 


2。若6 3 


2,设6 = ^,/>与 (？ 为互质的正整数，则_ =2，妒 


， 从而 〆 为偶数,因此/>必为偶数。设/> = 2 r ， r 为正整数，由于 
( />， g 〉 = 1，故 g 必为奇数，从而(? 3 也为奇数.但= 4 r 3 ，矛盾.因 


此6 3 > 2. 下面证明存在充分大的正整数…使得 (6 — D 


>2 


事实上，上式等价于 


36 2 36 

—■ ■■■■■■ 




< b 2 - 


36 2 


3 b , 1 ^ 36 2 + 1 
n L n 6 n 


因此，取 


36 2 3 b , 1 / 36 2 + 1 


\ b L Zb . 1 

|| • w _ ■ ■ ■ ■ ■ — i 一 ■■ ■ 

2 丁 \ 

n n z tv 


< 




< b 3 - 2 . 


从而 


(-i ) 3 


> 2 , 




因此， B 类中无最小数.事实上，此分割 I 确定了一个无理数方. 
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【13】作出适当的分割，证明等式 

(1) 72+78 = yi8? 

(2) 72 73 = 76. 

证 （1) 作确定斤的分割其中 B 类包含所有满足条件 

>2的正有理数，而其余有理数归入 A 类.再作确定、尿的分割 

B r 类包含所有满足条件 V 2 > 8的正有理数，而其余有理数归人 
A ' 类.根据实数加法的定义,满足不等式 a + a f < c < b + b f (对任 

何 a 6 A ,6 6 G A ' 6 B ') 的唯一实数(:就是 M +#•因 

此要证#，我们只需证明 (6+ V ) >18( V 66 B , b f e 
B f ) 及 (a + 〆 ) 2 <18 (Va € A 9 a 6 A ' 且 a + a ’>0 乂 

因为6 2 >2,6 /2 >8,6>0,6’>0,故6 2 6々>16,«/>4,从而 
(b + b r ) 2 = b 2 + b ，2 ^2 bb f 
>2 + 8 + 8 = 18. 

又 a + a >0 9 

则。与<2'中至少有一为正，从而由 a 2 , <2 X 8= 16,知 

因此 U + /) 2 = a 2 + a ，2 +2 aa ， <2 + 8 + 8 = 18, 证毕. 

<2)72 的分割 I 如 (1) 中所示，再作确定 W 的分割其中 

B * 类中包含所有满足条件 V 2 >3的正有理数，而其余有理数， 
归人类.根据实数乘法的定义，满足 aa * < c < te •(对任何 a 
6 A , a >0, a # 6 A * , a * >0,66 6 B *) 的实数(:唯一存 

在且 (: =W • 乃. 

但由于 a € A，a > 0， 〆 6 A* ，〆 > 0,从而 a 2 < 2， 〆 2 < 
3所以 （ aa *) 2 <6 而当6 B * 时，（姑 • ） 2 > 6;故如 * < 

7^<劬*(对任何“6八川>0 ,〆 e a # , a # > 0 , 6 e e 

B * ); 因此 = c = 42 • y / 3 . 

【14】建立确定数 2^ 的 分割. 
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解 如题13(1)，作确定万的分割其次作分割其中 
包含所有满足如下条件的正有理数 h : 

存在6 = f 4 w 互质）属于 B 使得 < > 2〃,而其余有理数归 

这样的分割确定了数 2^. 

【15】证明 ：任何 非空并且下方有界的数集有下确界，而任 
何非空并且上方有界的数集有上确界. 

证设 A 是下方有界的数集,即存在实数《使得 a >以 V a 
6 A ). 下面我们证明 A 有下确界. 

我们讨论两种情况 j _ _ 

( 1 ) A 中有最小数此时 ，V a 6 A 都有 a 即 Z 是 A 的下 
界，又因为 A , 故对任何 A 的下界 m , 均有] 彡 m , 故^为 A 的下 
确界， 

(幻 A 中无最小数.此时，作分割^:将 A 的所有下界归入 

类;雨其余数妇人 B ' 类，这样 A C B ' ， A '、 B ' 均为非空集，且 A ' 中 

勘数+于 ft 中的数，故# 是一个实数分割.易知由此分割产生的 

实数 P 是类中的最大数，即沒是 A 的最大下界.因此/?是 A 的下 
确界 • 

同理可证，上方有界的数集必有上确界. 

【16】证明一切有理真分式&(其中 m 和 n 为自然数，且 

71 

0<m<n) 的集无最小和最大元素.并求该集的上确界和下 
确界 • 

证 令 E = G m，n 为自然数，且0 < ；72 < 7 i | ， 

若 一 e e E , 且4 > a •因此 £： 中无最大元素 • 

n 71 + 1 n + 1 n 




_ 1 •实数 I 第一章 分析引论 

又若$ e e ， 且赛<^，故 e 中无最小元素.显然 

supF = 1 sinfE = 0. 

【17】求出满足不等式/<2的有理数 r •所成集合的下确界 
和上确界 

解设 £.= {r | r 为有理数，且〆< 2}. 由13⑴筇分割 | 

确定无理数乃，其中 A 是由所有非正有理数以及满足 r 2 < 2的正 
有理数 r 组成的类， S 类包含所有其余的有 理数. 于是 supE = 

supA = >/2. 

同样 、分割 确定无理数一其中 W 是由所有非负有理数 

及满足条件 r 2 < 2的负有理数 r 组成的类, A' 是由其余有理数组 

成的类《于是有 inf£ = infB ； =—72. 

【18】 U} 为数集，一 x 为 x 的相反数，证明 ？ （1〉 inf {-x} 
=— sup {x} ； (2) sup {—x} =— inf {x}. 

证 (1) 设 mf{—x} =m, 则有： 

(a) 当一 z 6： {—i} 时 ，一 x > m; 

(b) 对任何 e>0, 存在一 / e {—o:}, 使 

— J ：' < 叨 + €， 

因此由 U) 及 (b) 得： 

(c) 当 *r 6 U} 时，: r m; 

(d) 对任何 e>0, 存在 / G U} 使得 

x m — e. 

因此 sup{x} =—m 9 

即 m =— sup{^:} t 

所以 in{{—x) =— sup{x}. 

(2) 设 sup{-x} = M, 则由上确界的定义有 

(a) 当 一x 〔 {— o:} 时， 一o: < M. 

(b) 对任何 e>0, 存在 一a/ 6 z}， 使 

—15 — 




吉米多维奇数学分析习题全解(一） 

—x> M—e ， 

因此由 （ a ) 及 ( b ) 得： 

(c) 当 :r 6 {x} 时， x ^― M. 

( d ) 对任何 e >0, 存在: / e U } 使得 
x 〈一 M+e. 

因此 inf{x} =—M ， 

即 M =— inf{x}» 

亦即 sup{—x} =— inf{x}. 

【19】设 U +： y } 是所有 x,：y 的和的集，其中 * r 6 U } 和: y € 

bK 证明下列等式 成立： 

(1) inf {x + y} = inf {x} +inf {jy}; 

(2) sup {x + y} = sup {x} +sup {y}. 

证 （ 1) 设 inf{x} = m x ,inf{y} = m 2 , 则有 

(a) 当 x 6 { jc}^y 6 {;y} 时: r > 饥 1 ，：y > 爪 2 ， 

从而 Jr + y^rtii + m 2 . 

(b) 对任何 e > o , 存在 /e { x},y e {3^}，使得/<7^ + 

令， 3 / <t »2 + -|" 从而 工 ’ + 3^’ < ( m i + m 2 ) + e. 

因此 inf{x -\-y} = mj +m 2 ; 

即 inf{^: + ^} = inf{a:} +inf{;y}. 

(2) 同理 可证： 

sup{x + 3；} = vsup{x} +sup{3；}, 

【20】设 U ： y } 是所有 x , 3 ； 乘积的集合，其中 ： r 6 U }, j；e 

{： y } ， 且工 > 0,7 > 0. 证明： 

(1) inf {xy} — inf {:} • inf {y} ； 

(2) sup {xy} = sup { x } • sup { ： y}. 

证 （ 1) 设 inf{x} = m, ,inf{^} = 吻，因为 i>0 ，： y>0 , 故 
mi > 0 ， m 2 > 0, 于是我 们有： 

(a) 当 工 6 {x}，y 6 {，} 时 
x^mi ^0,y^m 2 >0 
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从而 Jcy 

(b) 对任何 e>0, 存在 / € {x) 9 y e { ： y }， 使得 

0 < y < mi +£, 0 ^ y <m 2 +6f 

从而存 在 /: y' 6 U ： y } 使 

0 ^ xy ， < (m 】 -f-6)(m 2 +e) = mim 2 + 〆 ， 

其中 e — (mi +m 2 )e + e 2 ， 

因此 inf{x^} = mi • m 2 = inf{x} • inf{;y }， 

(2) 同理 可证： 

supUy} = sup{x} - sup{y). 



【21】 

证明不等式： 


(1) I 

•r — y 11 : IH ：y 丨 1; 


(2) | 

工 +JT! + … +0%* |^| X |— ( | Xi I+...+I 工„ 1) 


证 

(1 ) 由 


1 

oc — y \^\ x\ — \ y\. 

及 

1 

oc — y 1 = 1 y — jc 1^1 y | — 1 x |=— (1 «r 1 — 1 ：y 1) 

得 

一 

-|x — — 

即 

1 

oc — y \^\ \ x \ — \ y \ \. 


(2) | 

X + Xi + •- +X n |>| J ： | — 1 X\ + ••• +x„ ! 9 

而 

1 

jo\ H - l-x n l<l xi H - H x” 1 ， 

因 it 

匕1 

x + x x H - hx n |>| X I— ( | Xi H - h| x n |). 


【22】 

解不等式 j o:+l |<0.01. 


解 

由丨 jc + 1 |<0.01 


得 一0.01 0+1 <0.01 
所以 一1.01 <:c <—0.99. 

【23】解不等式丨 ： r 一 2 1^10. 
解由 U -2 |>10得 

x — 2>10或 ： r — 2<_10 

因此不等式的解为 

: r >12 或 x <-8. 

【24】解不等式 Ul>|x + 1 I . 
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吉 米多维 奇数学 分析习 题全解 (一） I _ 

解将不等式两边平方得 U + I ) 2 < ¥，即 Lr 十1 < 0•所 
以，不等式的解为: r <— I . 

【25】解不等式 i 2 x-l \<\ a:-l |. 

解 将不等式两边平方，得 （2 x — I ) 2 < Cr — I ) 2 ,即 

3 x 2 - 2 x < 0. 解之得0 < I < *!• 

【26】解不等式丨 ：r + 2 !+| x -2 |<12. 

解令 《r + 2= h 则有 

I t | + ' ^~4 12, 

即 U -4 K 12- UI . 

两边平方得十16 < 144 — 24 h I + P , 

即 3 | t |<16- rr . 

将上式两边平方，化简得 ^ 2 -4 r -32<0, 

解之得 一 4< r <8， 

即 一 4 ^ x + 2 ^ 8. 

因此 一 6< o :<6. 

【27】解不等式 io : + 2| — | a :|：> l . 

解原式可化为丨： r |+ l<|:r + 2|, 两边平方并化简得 
2| x | <42： + 3,再将上式两边平方得41 2 <16: ? : 2 +24 > 2： + 9，即 
4 x 2 +8 x + 3>0. 

解之得 X >— +或 ： T <— 音. 

但容易验证，当: T < 一 | 时有丨1+2 |< U 丨，故 Z <—|~不是原 
不等式的解. 

因此，原不等式的解为 I >一 

【28】解不等式 II i + l |-| x-l || <1. 

解将不等式两边平方并化简得 
— 18 — 
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<1^-1 1, 


即 


或 


: T 2 + -^ < 工 2 - 1， 

工 2 - 叫/十音)， 

显然 X 2 + y < X 2 — 1不成立.故 

工 2 -1 〈 - 卜 2 + + )， 


即 


< ~ T - 


解之得 —y < X < y • 

【29】解不等式丨 ： r ( 1 _ I ) | < 0. 05. 


证 


由丨/— o :|< 盖得 


_ 20 <xZ " X< 


20 


故原不等式可化为 


且 


了 — fo <0 . 


— ^ + 77^>0. 


20 


由 ' r 2 ~' r _ 20 <0. 


可得 


由 


5-/30 ^ 5+ V ^30 

~ <X< — ^ 


可得 


或 


X < 


^ > 


5-/20 
~ 10 ~ 

5+ >/20 
~ 10 ~ 
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因此使 （*) 式中两个不等式同时成立的 

5-/30 ^ ^5-720 


或 


5+/20 
~ 10 ~ 


<x< 


5 + 730 
10 • 



【30】证明恒等式 

~丄丨~丨° 


— 丨 _ I 



+ 2x x \-\-x 2 , x z —2x 


+ x 2 


x 2 . 


【31】测董长度10厘米时，绝对误差为 0.5 毫米; 测量距离 
500千米时，绝对误差等于200米.哪种测量较为精确？ 

解用相对误差5 = r ^ r 进行比较，其中 a 为被测童的精确 


值，△为绝对误差. 
对于前者:5 = 


对于后者4 


0. 5 X 0. 1 
10 ' 

200 

500 X 1000 


0.5%, 


0. 04%， 


所以，测量距离500千米时，测 M 较为精确. 

【32】数: r = 2. 3752,若这个数的相对误差为1%,试求此数 
包含几位精确数字？ 


解因为 


:• 3752 


()• 01 ， 所以 △ = ()• 023752 <0. 05 


因此，此数包含两位准确数字. 

【33】数 ： r = 12. 125,含有3位精确数字，试求此数的相对 
误差是多少？ 

解因为 x 包含三位准确数字，所以 △ < 0. 05. 于是 

卜 6<論< 0 •碰 


L 实数 第一章分析引论 


【34】 矩形的边为 : r = 2. 50厘米土 0. 01厘米 ，: y = 4. 00厘 
米士 0. 02厘米.问这个矩形的面积 S 在什么范围内？如果其边长 
取平均值时，矩形面积的绝对误差 △ 和相对误差5是多少？ 

解 S — = (2. 50-0.01)(4. 00-0. 02) 

= 9. 9102( cm 2 ) t 


= (2. 504*0.01)(4. 00 + 0.02) 

= 10. 0902 (cm 2 ), 

故 9.9102<S< 10. 0902, 

S 平均 = 2. 50 X 4. 00 = 10(cm 2 ) ， 

Ai = 10. 0902 - 10 = 0. 0902(cm 2 ), 

△ 2 = 10-9.9102 = 0. 0898(cm 2 ), 

故 △<max(Ai ， A 2 ) = 0. 0902(cm 2 ), 

902%. 

【35】 物体的重 M 为 /> = 12. 59 克土 0. 01 克，体积为 V = 
3.2 厘米 2 士 0. 2 厘米 3 ， 若物体的重童和体积都取其平均值，求物 
体的比重,并估算比重的绝对误差和相对误差. 

解比重 

c 平均 = ~ 7 T g/cm 3 = 3. 93 g/cm 3 ， 



12. 60 
3.0 


g / cm 3 = 4^ 20 g / cm 3 ， 


故 



=^ o 8 g / cm 3 = 3. 70 g / cm 3 ， 


Ai = — C = 0. 27 g / cm 3 ， 

△ 2 = C — Cnun = ()• 23 g / cm 3 ， 


Cmin ^ C ^ Cmax 9 


△ < max(Ai , A Z ) = 0. 27 g / cm 3 ， 
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【36】圆半径 7. 2米土 0. 1米•若取 Tt = 3. 14,求出的圆 
面积的最小相对误差？ 

解 圆面积 A = tt X 7. 2 2 义 162. 78( 米 2 ) , 

Ai = tcX (7.2 + 0. l) 2 -irX 7. 2 2 = 1. 45 tt ， 

A 2 = 7 t X 7. 2 2 - 7 t X (7. 2 - 0. I ) 2 = 1. 43 tt ， 

故 △ < max ( Aj ，△〗）=1. 457 r 4. 55( 米 2 ) ， 

即一般圆面积 A 为 162. 78 米 2 ± 4. 55 米 2 d <2.8%. 

【37】测得直角平行六面体 a : = 24. 7米土 a 2 米 ;: y = 6. 5 

米士 0. 1米 ; z = 1 • 2 米 ± 0. 1米; 这个平行六面体的体积 V 在什么 

范围内?若其测量都取其平均值，求出的这个平行六面体的体积 

为多少绝对误差和相对误差？ 

解 24.5 X 6.4 X 1. 1< V <24. 9 X 6. 6 X 1. 3, 

即 172. 480( 米 3 )< V < 213. 642( 米 3 ). 

当:均取平均值时， 

V = 24. 7 X 6. 5 X 1. 2 = 192. 660( 米 3 )， 

Ai = 213. 642 - 192. 660 = 20. 982( 米 3 ) ， 

△ 2 = 192. 660- 172. 480 = 20. 180( 米 3 ) ， 

故 △< 20.982(米 3 )， 

20.982 ^ o oo / 

^ I 7 T 480 "" 12 - 2 ^ 

【38】正方形的边长为 x ， 其中2米 < x < 3米，问边长的绝 

对误差应为多小时，才能使确定这个正方形的面积精确到 
0. 001 米 2 ? 

解由题设我们有 

0 < X 2 - 4 < 0. 001,0 < 9 - x 2 < 0. 001, 

解之得 2< x <2. 00024, 

或 2.99983 < x <3， 

因此， △ 取二者中误差较小者，即 

A <0. 00017( 米 ）= 0.17( 毫米). 

故当边长 x 的绝对误差不超过 0. 17毫米时，能使此正方形的面积 
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精确到 C. 001米 2 . 

【39】若矩形每边边长均不超过10米，为了使它的面积能 
精确到 0. Clm 2 来计算，求在测量矩形的边长: r 和: y 时所能允许的 
绝对误差 

解根据题设，我们有 

(x + A) (3^ + A) — xy ^ 0. 01, 

即 A 2 + (x + y)A<0.01. 

由于工10,所以只要 

△ 2 +20A — 0.01<0 ， 

解之得(注意△>())， 


△ < 


-20 + v20 z + 0."04 


—10 + 


20. 000999975 


= 0. 0004999875( 米) • 

【40】假设沢 x) 和 5(：y) 为数: r 及: y 的相对误差， 5Cr：y) 为数 
xy 的相对误差，证明 + 8 ( y ) + S ( x ) S ( y ). 

证 x — a + Art^ ?=6 + A y t 

其中 a 与6分别是 《r 和: y 的精确值,^与△，是 i 和:V的绝对误差， 
则有, a 的绝对误差 

A = I xy ~ab \ 

= i 6Ar + aA y + A t A^ I 
6 ! A^- +| a I Z^+Ar △” 


于是 8 ( xy ) 


< 


A 

I ob I 

A , 

a 


m 十 u I 



a I I b 


8U)^8(y)+SUmy). 

§2. 序列的理论 


1. 序列极限的概念 

假设对于任何的 e > 0,存在数 iV 


N( e ), 使得当 n>N 时, 
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I x n — a I < e . 

贝! I 称序列: ri ， x 2 , …， x „ …或 aOi = 1，2,…)有极限 a (简称收敛 
于 a )， 即= fl ， 特别是若 J |^ r n = 0,则称 •!：„ 为无 穷小. 

没有 1限的序列称为发散 Si . 

2. 极限存在的准则 

(1) 如果 y „ < x " < z ” 及= limz n = c ， 则 = c 

(2) 单调且有界的序列具^极限 . ^ " 

(3) 柯西判别法序列极限存在的必要且充分条件 是:对 
于任何的 € > 0都存在数 N = NU ) ，使当 r 2> N 和/>>0 时： 

I 工”一 OC^p | <£. 

3. 序列极限的基本定理 

假设 limj ^ 和 lim % 存在，则有 

ir^oo Ff-^oo 

(1) 如果 x ” < %，贝 lj < \ imy n ； 

rr-^co ir-^oo 

(2) Y\m(x„ 士 ％) = \imx n ± \imy„ ； 

fr^oo n—on n-»co 

(3) \ im ( x n y n ) = linur ” limjy ”； 


丫 linur ” 

(4) 如果 lim % 关0,则 

ir-oo ” 呼 w hmy„ 

4. 数己 

序列 (1 +jfb = l ，2, …）具有有限极限 
lim(l + lf = e = 2. 7182818284 …. 

\ Tl / 

5 . 无穷极限 

符号 linu :„ = 〜表示 ：对于 任何的 E > 0,都存在数 N 

iV ( E ), 使当; 2 >N 时， U , \> E . 

6. 极限点(聚点） 

若存在子 序列： 

^ ，工 p 7 “. ，工 p •，… (1 </>l < P 2 〈…） 


， X P 2 …， X P ” 
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使得 Ji ^ r Pn =6则数 $( 或符号 00 ) 称为已知序列 〜(„ = 1,2,…) 
的聚 Z 

任何有界序列至少有一个有穷的聚点(布尔查诺-威尔斯特 
拉斯原理），如这个聚点是惟一的，则它就是该序列的有穷极限. 
序列 A 的最小聚点(有穷的或无穷的） Iimx B 称作下 极限; 而 

其最大聚点称为此序列的上极限.等式= W , 是序 






列 h 的(有穷的或无穷的）极限存在的必要且充分的条件. 

【41】假设 x ” = ^-^(n = 1，2,…），证明= 1. 

对任一给定的 e > 0,确定数 N = N ( e ) ，使得若 时， 

I 一 1 I < £• 

填下表： 


0.01 

0. 001 

0. 0001 

_ ■ ■ 





证因为 


I X n — 1 I = 


n + l f 


Ve>0 ( 


要使 I :”- II ◊，只要，即 ”>7-1 •故取 


N(e) 


[含]， 


则当 n>iV 时， Ia — 1 |< 6. 因此 li ! 



记号 V 表示“对于任给的”，记号3表示“ 存在” 

【42】若 

,，、 （一 If 1 … 2n 

⑴ A=—(2) 


( 2 ) 


2n 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


(3) j： r = (4) x n = (—!_)’，《)• 999 n 

n \ 

证明 x n (n = 1，2, …） 是无穷小(即极限等于 0), 

对任一给定的£>0,确定 N = NU ) 使得当 n > N 时，| x „ 

< e . 

对应上述四种情况，填 下表： 



证⑴因为所以， v e > o , 要使 


要丄< £. 即 W >丄. 
n e 

取 N =• [十]，则当72 > /V 时，丨 \< e . 所以 lir ^ r ” = 0. 

(2) 因为丨七卜-^<2,所以， Ve 〉0, 要 U |< e ，只 

n 十 1 n 

要！ < e . 即 rz >!. 
n e 

取 N = [+^]，则当 w > N 时，丨 |< e . 所以= 0. 

(3) U | = 士< 士， Ve 〉0, 要使 | x ” |< e ， 只要士 < e ，即 

n> 丄 . 

e 

取 N =「丄"|，则当 /I > N 时，丨 |< 6. 所以 lirar „ = 0, 

(4) I | = 0.999-, Vc >0,^| x „ |< e , 只要 0.999” < 
e , 即 wlgO . 999 < lg e ， 由于 IgO . 999 < 0,故只要 

w> M^ 2302lg 7* 
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2 . 序列的理论 第一章分析引论 


取 N = [2302 ig +]. 

则当 n > iV 时， | a |< e ，故 linxr „ = 0. 
填表： 


e 

0. 1 

0.001 

0. 0001 


( l ) 

N 

10 

1000 

10000 


(2) 

N 

20 

2000 

20000 

• •修 

(3) 

N 

10 

1000 

10000 

• • • 

(4) 

N 

-■ ■ ■ 

2302 

6906 

9208 

• • • 


【43】证明序列 

(1) = (― l)”n; (2) = 2 ^； 

(3) x n = lg(Ig n ) (n ^ 2). 


当 W — co 时，有无穷极限(亦即是无穷大），即对于任意的 E >0, 
确定数 N = N (£：), 使得当 7 i > iV 时，丨 a |> E . 

对应上述各种情况，填 下表： 


E 

10 

100 

1000 

10000 

參 • • 

N 







证 （1) I 心卜〜 VE >0, 要使 | x rt |>£：，只 要打〉 £：， 
取 / V =[£：]， 则当时， U ” |>£：，所以1111^=00. 

(2) \= 2 T \ VE >0, 要使 I 心 |> E ，只要 •即 


\ (^ E \ 2 
n> \\g2) ’ 



则当 w > N 时 ， I |> £，所以 liniz ^ = oo . 

ir-^co 

(3) 当 10 时 ， lg ( lgn ) >0, 

故此时 \ x n |= lg (lg n ) 

VE >0, 要 U ，„ |>£ ，只要 lg ( Ign )> E , 

即 m > 10 10 ' 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


取 N = [10 ,o£ ] f 
则当 n > JV 时，丨& I : 

填表： 


|>£：，所以1丨1^， 


100 


10000 




176 


【44】 证明: x , = n ( - u ”(n = 1,2,…）无界，但是当 Z2 
时，它并不是无穷大. 

证因为 

(2 k , 当 n = 时， 




(- 1 )" 


当” = 26 + 1 时, 


^ 2^ J T 一 t ^ ^ 4 y 

所以 X 2Jk OO ^ x ^, — 0(々 — OO ) ，故： ^无界，且不趋于无穷大. 
【45】用不等式表示下列 各式： 

(1) lima :,, = oo ； (2) linxr „ =— oo ; 


(3) lima :, 


解 （1) ¥£：>0,3~ =州£：)，使得当”>]\/时，丨0：,丨> 
E , 此即， linur , = oo . 


(2) V £〉0, 3 N = M £), 使得当 n > N 时,: r "<-£, 此即 


(3) VE >0,3 N = N ( E ) ，使得当 n>N 时 ,a > £, 此即 


linxx n 


假设 72 为自然数列，求下列各式 (46 〜 57) 的值: 


【46 】 lim 


lOOOOn 


n 2 + V 


解 lim = iim = 0. 

7J 十 1 if^oo , 1 

n-1 - 
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• 序列的理论 第一章分析引论 


【 47 】 lim( yn+T —Jn)- 




解 


y^T+T — •/n) 


lj m ( ~~t~r — \/yi) ( %/yz + 1 - \->/n) 

n ^ <x Vn + 1 A-Jn 


lim 


n + 1 +>/n 


v^"sin n\ 


解因为丨 sinrz! |< 1 且 1 〖 111 ¥= 0 ，所以 


lim 


【 49 】 lim 

fl^oo 


解 lim 


• V^sin n\ 

I VT\ ■ ■ 


n + l … 

n (-2)”+3” 

- (-2)^ +3 ， H 

(-2)”+3” 

( 一 2 ) 许 1 + 3 杆 1 


一卜音 ） +1 3 


【 50 】 lim 




1 + (2 + fl 2 + ••• + fl ” 

1+6 + 6 2 不… + P 


( M <1 ，I 6 |<1) 


1—a 朴 1 

1 +a +a 2 + ••• +a n «. \—a 


二 l+6 + 6 2 + … + 6” n-^o 1 6*^1 

1-6 


l-b 


l-a 


【 51 】！^(士 + 1— + 空) 

解 lim (士 +1+ … +¥) 

Jl Ls rr^oo 


in — 1)» 


n-l 

2n 




吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


pccL n n n 


- ^ 


-ir 


解当〃 = 26 时 Q 为自然数) 


1 ^ I O 

■ ■ I ■■■ ■ — !_■ ■ __ • • • — 

n n n 

= (忐一 




2k) 1 ■ \ 2k 


+ ( 


2k-1 


2k 


2k : 

当 n = 26 + 1 时， 


i + 2 一 
n n 


(- D^n 


{2kTi~2kTl) + (^^T-^R) + … 

,/2^1__2^_\ , 2^+1 
十 12 是 + 1 2 k + ir 2 k + l 


)+ 




2k + \) 1 2 々 + l 


k , 2 是 + 1 = 々 + 1 
— 2 是 + 1 "^2 是 + 1 — 2^ + 1 

由于不同子列的极限值不同，所以极限 


七 ik — oo ) 


(- D^n 


limr 丄 — -… + 

^.ooL n n n n 


不存在. 


【53 】 lim 

W-^OO 

解因为 


im^ + 2 


2^ 


+ … + 


l 2 +2 2 + … +(72-l) 2 


(n-l)n(2n-l) 


所以 


. 「 I 2 丄丄丄 h — 1 ) 

士 + 7 + … + 1 

i- (n — l)n(2n — 1) 

= 迚-6^- 


/r-^oc 


3. 


【54】 lim 


(2n-l) 


lim r ^ + 3^ + ... + (2- 

/r-ooLw rr n 
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. 序列的理论 第一章分析引论 


解 


(2n-l) 


㈣ +卜…+亨] 

巧 賊 + 學 +…+㈣ 


-( 5 ^)] 

㈣ +學+ 5 +…+气 
- 4 + 1 —呼) ] 


(2(n-l)) 


)] 


+ ••• + 


(2n — 1) 


(n-1) 2 


lim 

-^L 


(2n — l)2n(An — 1) . (n — l)n(2n — 1) 


6 tz 3 


-4 


6n 3 


【 55 】 1 ^( 士 + l+l + m +? ¥ li ). 


解 


故 

又 


设 /(”) = + + ♦ + 条 + … + 4 

尺 (n) = 1 + yH - h^r. 

r ( w ) + g^n) = 音 + 暴 + 吾 + … 


f(n) +g( ； 2 ) 


2n±l 

2 n 


= 2/(n + l)-l, 

2/(71 +l)-/(n) =g(n)-\-l, 

2/(/7+ l)-/(n) 

= 2 ( i + l + l + 〜 + ¥+ i ^) 


fin ) + 


2n + \ 


/(w) = g(n) + 1 


2 /z + l 
2 n 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一） ' 


而 


lim (^( n ) + 1) = 3, 


lim 



2n + l 
2 n 



0 (#) , 


因此 |^(++条+条+〜+ 2 〜” 1 ) = 3. 

( O 参看第58题. 

【沉】 ] Hr ^ + 占 一 +^ w . 

解 ^[r^ + rh + * ,,+ ^TT)_ 

= 化卜一士 )+(+—+)—•+( 士―击)] 
= 1^( 1_ ^ tt ) =1 - 

【57】 lim (々尨於..％). 

解 lim ( A 尨於 … 沉） 

n~^oo 

= lim 2 士 4七^^ = lim 2 + f - 4 *^ = 2. 

rr^co ir-^oo 1 

证明下列等式 (58 〜 66). 


1581 lim ^ = 0. 

ir^oo 乙 

证因为2” = (1 + 1)” 

故 0< 券 <3 ( n >2)， 

又 lim —= 0， 

ir^oo 72 —丄 


因此 lim ^ = 0. 

n-^ao Cj 

【 59 】 lim ^t = 0. 

n-^oo n ! 
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. 序列的理论 


第一章分析引论 


rr m 斗 a/ 2 " 2 2 2 

证因为 o <; r [ = TH 


n n 


而 


lim 


lim ? 


【 60 】 lim 


im ^- = 0 


(^> 1 ). 


rr^oo CL 


证当 A <0 时，显然有 


=迚(告 •去 )=°， 


下面讨论当々>0时的情形. 

设 ^2 = 1+^ (/ l >0), 

则 y = d+hr 

= 1 + ^ + ^ zil ) 


h 2 -\ - h / i " > 


n(n — 1 ) 


n(n — 1 ) 


(a-1) 2 . 


若々 = 1，则有 


0< 5 = f n< n{n-\)U-\) 


而 


所以 


lim 


(n — 1)(a — l) 2 ’ 


(rz-l)(a-l) 2 


lim 4 

^ ft 

a 


而当 A >0 但 A #1 时 


因为 


而 

所以 


(a* ) w 


>1， 

lim ^- 

一 (a* ) 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (一) 


因此 lim 磚 = 0. 

n-^oo (X 


【61】 



证 


取务= [| a |]，则当”〉务时 


0 < 



<1 CL | 


a _ a 





【62】 limn ?” = 0,若 | g |< 1. 

ir^co 

证当 g = 0 时， = 0,结论显然成立 • 
当0<| g |<1时，令^2 = ~^,则。>1， 


由题60有 limn \ q \ n — lim 4 = 0, 

/r*^oo CL 


因此 limn ?” = ()• 

【63】 lim 石 =1 {a >* 0). 

证 （ l 7 当 a = 1 时，等式显然成立. 

(2) 当 a > 1时，对任意给定的 e ， 取 N = 

则当 72 〉/V 时，，而 
(l+e)”>l + n“ 

所以 (l+e) n >a 9 
因此，当/|>〜时，我们有， 

1〈石 < 1 +£， 


即 | 7 a — 1 | < e ， 
此即 lim ^ — 1. 
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. 序列的理论 


(3) 当 0< a < l 时，令/1 =丄，则 A >1 •所以 

a 

lim ^ = lim ▲ = 1, 

总之，当 a > 0 时， lim 石 =1. 

【64】 lim = 0 ( a >\). 

rr-^oo T 1 

证 设 logaii = h，m = [/ i ]，“ = 1 + A(A > 0) 


n = a h ^ 


k m \-2 


-~(1+ A )^ 2 


从而 


、 1 (m + 2 )U + l \ 2 、 A 2 (m + 1) 2 

，乂 2 八 , 7 ~" 2 ^ 


(m + l)< 



所以 


lo&w = /i < m + 1 < 4n • 

a — l 

0 ^ logqW < J2a % { n ^ 

i. 42a 1 ^ 

lim - r • — = 0, 

— a-i 

lim ^=o. 
rr^ n 


【 65 】 lim 




令 A = 冗，则 a„ > 1. 所以我们有，当 72 > 2时, 

” = a: > nin ~ X) ia n - l) 2 > 亏 (a”-l) 2 , 


由此，可得 


0 < 斤一 1 <+, 

Vn 


lim 

n-^oo 


Tn 


而 
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吉米多维奇 _ 分析习题全解(一) 


因此 



【66】 

证 


我们首先证明 



事实上，设= ( f )' 

则 繁-气 宁， 


而（ 1 + 士)° 

=1+1+a ^ +a ^ + ... +a ^ + ... + l 

^+剖 1 -士)+ 

1_ •士 )(卜 

+ ^( 1- i )( 1_ l )-( 1 -^ 1 ) 

< 2 +吾+六+…+告 

<2 ++ +姜 + …+ 士， 

==2+ ( 1_ 2^') <3 ^ 



扑-以 2 -士) +•_ 

■ IH 1 -¥)+ … 


故 细 <n + l , 

工 n 

而 ^1 = y < 1, 


因此 a： n = xi • — • B …< ”!• 

^1 ^2 Xn-x 

即 w !> ( f ) n? 
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• 序列的理论 


第一章分析引论 


从而 


而 


0 < 


〈兑， 




lim — = 0, 
n 


lim 


四此 nni ~^=l — v^- 

一 Vn\ 

【67】 当 n 充分大时，下列各式哪个大？ 

(1) 100” + 200与0.01；1 2 ; 

(2) 2” 与；2 1000 ; 

(3) 1000” 或 n ! 

解 （1) 因为 

n-*^> 0 « 0\n 

所以当 a 充分大时， O . OItj 2 比 100 n + 200 大些, 

(2) 由第60题结果有 

”1000 

t 7 = 0 ， 

所以当 n 充分大时，2” 比 n 1000 大. 

(3) 由第61题结果知 


lim 


1000 n 


所以当^充分大时 W ! 比1000” 大. 


【68】证明 lii ^ (+ • 音… 

提示： 参照第10题. 

证由10题结果，我们有 


2 n 


2 n 


!)= o . 


0 < • 了 •… 


2 n-l 

2 n 


< 


_J _ 





吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


【69】证明序列 


; = ( 1+ 士)" ° 

是单调递增且上方有界，而序列 


1，2,…）， 




^ i—i 


1，2,…）， 


是单调递减且下方有界.由此推导出这些序列有共同的 极限: 


lim ( l + 丄 f = lim(l + -) ，，H = e . 
n—oc\ n ) n / 

证工-=( 1+ 士)” 

=1+1 « 4 _." +a 》+."+》 

釗 1 - +)( 卜吾) + … 
+卽-士… 

+六 g —士 )o —1)-( 1_? ^)， 

而 =2 + - L ( l -^) 

十糾 1 - AtK 1 -击)+… 

十# 1 -士 i )0 - ^ iH 1 - ㈢ ) 十… 

十^ 1 !^ 1 -击八 1 -击 H 1 -； rii )_ 

注意到，当 1 <々<”- 1 时，卜土〉 1 - 1 

且 * XVH 比 A 增加一项正数.所以 A < 又当 A > 2时 


证 X ” 
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. 序列的理论 


第一章分析引论 


所以 


1+ j ) n < 2 + i + F + …+^ <3 


即 X W (72= 1,2,…）上方有界. 

因此, J^(l + 士)”存在，设为 e . 

其次，由于 

(^) n = ( 1+ ^) n>1+ ^i >1+ i 


所以 


G + 占卜 G + 士广， 


yrr l > yn . 


又 




n+l 


(4) K ) 


>( i + iT >i+n •士 =2 , 


所以，数列 y„(n = 1,2,…）单调减少且下方有界，故 


\ imy „ = lim ( l + 士） • 


存在，并且 ^(1 + 士) 


计 1 


巧( 1 + 士厂（ 1 + 士) 


= lim(l + 丄 ） • lim( 1 + 丄） = e ， 

f^ooV n 1 if-^ooV n / 

lim(l + iy = lim(l + 丄 f 1 =e. 
ir -- oo \ n f it^coV n / 


注: 从此题证明知 


1+ ir < e < ( 1+ i )-\ 


后面题目的解答常用到这一不等式. 
【70】证明 


0 〈 e —(1 + 士) <吾 = …), 




当指数 n 为何值，式 + 与数 e 之差小于 0. 001? 

解由69题的结果知 

。<(1+士 y < e <( i + 士广， 

所以 0 <e — (1 + 士) ’<(1+ 士广一 (1 + 士)"， 

而 ( 1+ 士广-卜+士卜^打卜+士)- 1 ] 

=丄(1+丄 f <1， 

n \ n ) n 

因此 0<e-(1+ 士 ) 〈吾 . 

要 e — f 1 + 丄)" < 0. 001，只要立 < 0. 001,即 n > 3000. 所以当 
V n / n 

指数 n 是一个不小于3000的自然数时， ( 1 + j f 与数 e 之差小于 


0 . 001 . 

【71】假设九(” =1,2,…）为趋于 + oo 的任意数列，而如 ㈠ 
= 1,2,—) 为趋于 一 6 [— 1，0]〉的任意数列，证明： 

1^( 1+ 太疒 = 化( 14 •士 r =e - 

证令怂= [ At ]， 则 

焱” < A » < 灸” +1， 

由于 A » — +°°，故々/» -►十 00 .按69题的方法，我们可证(或利用8 9 
题的结果） 

lim(l + 士 ）" = e, 

ir-^oo \ K n / 


由于 


所以 


k n ^ J > 


1 

怂+ 1， 






而 






1+ 々士) 


lim(l + 


若 ％ —— °°，令 />n =— %，则 />« 于是 


lim(l+ 丄疒 = lim(l — 士 ) 

zr^oc \ q n / ir-^oc V p n / 




(1+士广=胜(1+ 士卜 


因此 化 ( 1+ 圭)、胜 ( i + 士 r 

【 72 】已知 lim(l+j) = e ， 

证明 ^ (1 + 1+ 吾 + 古 +… + $)=e 


由此推导出公式 e 


2 + 2! + 3! + 


丄 + 1 

n ! n \n 


其中 0 < 艮 < 1， 并计算数 e (精确到10- 5 ). 


证因为 A 


«)" 

2 +卽-士 卜剖 1 -士 W-iK 

+ M 1 - iM 1 - IH 1 -¥)+• 


对于固定的 H / t <72)， 有 


- > 2+ ^( 1 - i ) + J [( 1 -7)( 1 - l ) + 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


訃- 讲 -iH 




令71 — 00,在上式两边取极限得 


e >2 + 吾 


+ ^ +…+六 • 


由于此不等式对任何自然数 A 均成立，因此，我们有 


^<2 + 2y + 3y + - + ^<e. 


而 

故 


e 


嗖 (1 + 1 +A + 為 + …+ 士)=。 


其次，设爲= 1 + 1 +吾+吾+…+告 


o<^-A 


(n + 1)! (n + 2)! 




Oi + l)! 1 1 + ^+2 + ** 4 '(7i + 2)(n + 3)-(/2+m) 


< 


(,+!)! ( 1 + ^ + (^+2? + 


(n + 2 产】 


1_ n + 2 

FT)T ^+1 9 


(n + l)l rz+r 

现固定 n ， 令 m oo , 取极限得 


0< e -^< 


1 n ±2 

(72 + 1)! n + 1 


L 沒 + 2 
! (w + 1) 2 


而 


n + 2 1 

(n + 1) 2 n 


所以 0 <e — ^< 


e - 爲 


i 

n \n 
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. 序列的理论 


第一章:分析引论 


其中0<氏<1.因此 


1 + 1 + 2T + 3I + 


+ n\^^Tn 


① 


下面利用公式①计算 e ， 使之准确到 10' 首先须确定选取怎样的 
心才能实现这一精确度.通过计算知可取^ = 8. 事实上，此时，公 
式①中的余项 

^8 8j8 < 3 ' 2 X 10_6 ' 

其次，还须考虑计算每一项时的舍人误差,为保证精确到 1 CT 5 ，我 
们汁箅每一项时，计算到第六位小数，并釆用四舍五人法.则舍人 


误差总的不超过^6 


硕， 


于是总误差不超过7 X 10_ 6 < 10- 5 . 

计算每一项如下 

2. 000000 

+ = 0. 500000 
A = 0. 166667 


0,041667 


0. 008333 


0. 001389 


0. 000198 


^7 = 0. 000025 
o ! _ 

2. 718279 


故 e 々 2. 71828 , e 介于 2. 71827与 2. 71829之间_ 
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【73】证明数 e 为无理数. 


证反设 e 为有理数则由 72 题的结论，我们有 

n 

—= e= 2 + ^r + yrH -^^7 +丁 

n 2! 3! n \ n\n 


即 


d n 


m 


-2-A 


n In n 


3! 


(0< 氏 <1), 

(0<氏<1). 


上面等式两边同乘以 W ! ,得 

^2- = n }(— — 2 ——---—— •••一 

n -U 2! 3! 

上式右端为一整数,右端为一小数，矛盾. 
因此 e 为无理数. 


)• 


1741证明不等式 < n \< e (|) n . 

证由8题的结论，我们有 

”!< (宁 r=(f)>++r< e (f )"， 


下面再证(|)”0! 
设工” = ( f )”’ 则有 


X n 

工 n— 1 




(w-D^e 


e 


< n 


而 


工 1= = 7 <i ， 


所以 


= OCi 


X 2 … A 




V 


V V 

w « 

\) / \)/ 

n- e n- e 
/— \ /[\ 


即 
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【75】证明不等式 

(1) (1 + 士)< 士，其中 n 为任意自然数 • 

(2) l + a <€, 其中《为不为于零的实数. 

证 (1) 因为 1< (1+ 士)” < e ， 

两边取对数即得0 < Mn ( 1 + 士 ) < 1， 

所以 ln(l + ^)< j . 

又 OW 》， 

两边取对数得 h + l)ln (1+士)>1, 

故 击 <叶+士)， 

因此击 <叶+士) 〈士. 

(2) 我们这里只证明当《为正有理数的情况，至于 a 关0为任 
意实数的情形见1289题 (1) 

设 0 = |，这里为正整数.而 

(1 + x) n > l+nx U >- l,n 为正整数）， 

且 e > ( 1+ iT ， 

所以 (1+ 含广 = (l + + ) P >l + f = l+a. 

【76】求证 — 1 )= lna(a > 0) , 

其中 lm 为取 e = 2. 718 …作底时数 a 的对数 • 

证 当 a = 1时，等式显然成立. 

下面先考虑 a >1时的情形. 

♦ b ” = — 1，则 h > 0,且 lim 乂 = 0， 



吉米多鲑奇数学分析习题全解(一） 


又 


即 


lna 


n 


In (乂十 1 )， 


\na 


ln(6” + l )， 


所以 


n { a n — 1) 
由于 lim6„ = 0, 


b n 


In (乂 + 1) 


lna. 


n^c 


故存在正整数 iV ， 使得当 n > iV 时 ， 0 < 乂 < 1. 故对于 《 > N ， 存 


在唯一正整数怂，使 


k^fl <hn< k/ RK 


—— ► 


00(” — oo) 


故 


由 75 题 (1) 知 ^ J<ln (1+ 士 )< 士， 

<ln (l + ^p 3 )<ln (1+bJ 


k n +2 


< 


MO# 


从而 k ri < 


故 


而 


故 


In (1+6J 


< + 2 , 


< 


^ + l^ln(l+6J 


< 


k n + 2 
k ” 


lim 




l + l 


lim 


k n +2 

k n 


lim i~77-V , 、 
/i-w In (1 + 6„) 

limn (a» —— 1 )= 

n^oo 


lna. 


设 0<“<1 ，则 6 =—〉 1 

a 

由上面的结果有 

lim«(a» — 1) 




\nb = lna 9 
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因此对任何 a > 0都有 lim 72( a " — 1 ) = Ina . 

利用关于单调有界序列的极限存在的定理，证明下列各序列 

的收敛性 (77 〜 81). 

【77】 心 + …+ 念 （” =1，2,…）， 

其中 AU = 0，1，2,…）是非负整数，从为起不大于 9. 

证 由于(£ = 1，2,…）， 


故 工 於1 =告'^0, 

且 />。<二 </>。+ 9(為 + …+ 点)</>。+ 1， 


即序列 x„(n =.1,2, …）是单调增加且有界的，故 Hnu ^ 存在. 


【78】 

证 


_10 11 n + 9 

工” -T • 了 … 2^1- 
当穴>10时， 


工 n _ n + 9 〆1 

^ n -\ 2 n—l 9 

即从第 10 项开始，序列是单调减少的，且 A >0(72 = 1,2,…），因 
而 linxr n 存在. 

【79】 ^ = 

证 因为心 h =^(1—^)<工” 

又 A > o . 即序列 U n } 是单调减少且下方有界的，故收敛. 

【 8 。】工 ” =(1 + |)(1 + + )".(1 + 爿 . 


证 x^-i = x ” ( 1 + p ) > X ”， 

所以序列 {〜） 是单调增加的，又因为1 + a < e % 所以 

0 <C x n < e 2 • e T = 七 4 < e ， 

即序列是有界的，故收敛. 
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【81】 X ! =72, 


2+72, 


x n = V 2 + V … + , “•• 

72 重根号 

证显然，序列{心 } 是单调增加的.下面我们用数学归纳法证明 

oc n < 2 . 

事实上，当 „ = 1 时， Xl =72<2, 

假设々<2,则 : rw = v ^ T ^：< v^H = 2, 因而，对一切自然 
数《,均有4<2. 

即是有界序列，因而{心}收敛 • 

利用柯西判别法，证明下列各序列的收敛性 (82 〜86). 

【 82 】 《 r” = a 。 -\-a x q+ … 

其中丨 a * |< M (^ = 0，1,2,…）且！ g |< 1. 

证 丨 x ^ p—Xn | = | H - 

<M(g)w(l+| q |+ … +U l^ 1 ) 


86 ). 


<M I g I 


»rH 


i ^ r T 7 l , 


由于 lim I q r 1 =0， 

故 Ve > 0, 存在正整数 iV , 使得当” > iV 时，有 




于是当《 > iv 时，对任何自然数 P 均有 

I 工 rrfp —I” 1 <€， 

由柯西收敛准则，知收敛. 


【83】 乂 =〒+ 

证 I — X n I 

_ sin ( yz +1) 
=― 2^ ^ 


sin 2 


sm n 


Z n # 


sin(n + 
2 ^ p ~ 


丄 — 1 a, _L j — 
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2 . 序列的理论 第二章分析引论 


< 


2- 


对任给的 e >0, SN = 1^7 

• ln2 」 

则当 n > N 时，对任何正整数 p 都有 

!工 n+fi — 0 C n |< — < £, . 


所以序列 u n } 收敛. 


Xn 


cos 1! . cos 2! 

2 • 3 




+ 


cos n\ 


证 


< 


工 — —I 

cos(n + 1)! 
(n+l)(n + 2) 

1 


+ 


• • • 


+ cos(n + />)! 

(n + p)(n + /)+ 1) 


+ 


• • • 


(n+l)(n + 2) ' (n + 2)(n + 3) 

_1_ 

(n + p) (n + /> + 1) 

(^ TTT _ ^+2) + (^ T 2 _ ^+3) +， 


in 


1 


+ p n + p+\ 




对任给的£>0，取尺=时，对任何正整数 p 均有 


^-x n |<€，所以序列 U} 收敛. 


0 C n 


+秦+秦+… +▲• 


提示 :利用 不等式 




(n 

71 


证 


工 n+p I 


(n + l) 2 


2,3, …〉. 


+ ••• + 


(n + p) 
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土 


1 4 M ^ 

• L •/> 



二 2in ^ 












而 

因而 



in — l)n 


< 


n 一 



n 



工 


工 n 



n + 1 


)+( 忐 


” + 2 



# # # 



(n 


+ p —\ n + p 


) 




n + p 




n 


对任给的 e >0, 取 iV = 「丄 

一 £ _ 


当 n N 时，对任何正整数 P 均有 

I ^irf /> — X n |< e ， 

所以，序列 { x „} 收敛 • 

【86】如果存在数 C ， 使得 

i JC Z —X\ 1 + 1 * r 3 — Xl |+"*+| x n — Xrr-x \<C 

(n = 2,3, …）， 


则称序列 4(7! = 1,2, …）具有有界 变差. 

证明带有有界变差的序列是收敛的.举出一个收敛序列而无 
有界变差的实例. 

证设 

y n =\ Xz — X] l + l x 3 — X 2 !+•••+! x n — Xn-l I ， 

因是有界变差序列，则 {%} 是单调增加且有界的序列，因此 
{ y n ) 收敛.由柯西准则,对任何对给的 e >0, 存在正整数 N ， 使得 
当 n > N 时， | 3 Vfp —yn I < e ，即 

I Xr^-X —X n | + | X»rf2—Xirfl H - H X^p — I <6, 

d X„^p — Xn^fr-X |+***+| XnVl _ 心 1 l+l ^irH — 工」 
< Sf 

所以序列 {〜} 收敛 • 

序列:1，一1，|，一+，.“,丄，(一1)丄广.是以零为极限的收 

l l n n 
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_ 2. 序列的理论 I 第一章分析引论 

敛序列，但它不是有界变差 函数. 事实上 

| Xt — J：1 l + l X 3 — Xi |+ … + 丨： T2” 一 工 2 旷 1 丨 

>! X 2 —X\ | + | X A — X 3 |+…+1 X 2 ” — X 2 rr-1 I 

= 2(l + { + … + j )， 

而 ： yn = l + 音 H - 卜士， 

是发散的’，又是递增的，故: yn 一 +°°. 因而1，一1，+，一如…， 


丄 ，一 丄, … 是无界变差的 • 
n n 

* 证明见88题. 

【87】试说明某序列不满足柯西准则的意义 • 

解即存在某^ > 0,不论对怎样的自然数 N， 总存在； 7 。> 

N 及 P 、、 使得 I |.p c 一了〜 l^€o. 

【88】利用柯西判别法证明序列 ； =1+| + | +…+ 士 


的发散性. 

证 取 n + /> = 2w， 则 

I ^ 2 n 


• • • 


w +1 n + 2 


+ 




>g+g+ … + 




所以序列彳 a } 发散. 

【89】证明如果序列 a U = 1 ， 2 ， …）收敛，则其任何子序列 
也收敛，并具有同一极限 :l inu >„ == 

ir— ^ n 

证设 linu^s^， 则对任给的 e>0, 存在正整数;V，使得当 
w 〉/V时， | ：r,, — a I <e ，而九-►十 00 ,所以，对于此 N ，存在 TH 整 
数 A。， 使得当々>怂时，九 >N， 因此 

\ Xf, k —a |<e ， 

所以子序列 {：r& } 收敛且= a- 

【90】证明：如果单^序列的某一子序列收敛，则该单调序 

—— 51 - ~ ■ 




吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


列也是收敛的. 


证设 UJ 是单调增加的，子序列 U P || } 收敛于 a . 则对于任 
给的€>0,存在正整数使当是 >/ C 时，丨； 4 一 a |< e ， 

令 N = P 訊 ，若 n > / V ，由于 /h < p 2 < /) 3 < …―+⑺， 
故必有 pkik > K ) 使 At < n < •而 


又 

故必有 


\ x Pk — a \< ie > I x p ^ —a |< e ， 

< 工户州 ’ 


x n —a |< 


e 


因此 liriLzv * = a . 

【91】证明 :如果 lima :” = a ， 则 lim \ x n \ = \ a \. 

证因为 linu ^ s 〜则 Ve >0. 3 正整数 N , 使得当 《> N 

n^oo 

时， I a :” 一 a |< e ， 

又 I — a |>| j a :” | —I a I |. 

故当 n>iV 时， || x n |-| a ||< e , 

因此 lim I I = I a I . 

rt-^oc 


【92】若 a — a ， 求极限 limM 可作出哪些解释? 

fr^oo X n 


解 


若 a # 0,则有 lim = 

Tt^CO X n 



a 

a 



若 a = 0,则 ㈣ 可能不存在. 

例如设 a = ^ rj . 这里 [«] 表 《 的最大整数部分. 


即{工”}为:如音， ““•••• 贝 1= 0. 但显然 


l im -^ = 

^ 2 m -\ 


, lim 


^2 m +) 
工 2 m 



故 lim 不存在.如果 l im M 存在.设6 = lim ^■则 

w-^°° X n 7t-^oo Xff X n 

_1<6<1.反之|6|>1，取卜使|6|>广>1. 
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. 序列的理论 


第一章分析引论 



故存在正整数 N， 使得当;2彡 N 时，^ ^>r ， 从而，当时 
Ix w | =|x.vl- ^ ^ >|x N |.r^\ 

工 N 工 N 工 旷 1 


因此 linir , 

n^oo 


、• 这与 li : 


0相矛盾•故一1<办<1. 


总的来说，若 a#0, 则 limM = L 

lf"^0O X n 


若 a = 0,则 lim^ 可能存在也可能不存在，当存在时，它必 

ir-w x n 

位于区间[一 1,1]. 

【93】证明收敛的数列是有 界的. 

证设 limx w = a， 则对于正数 e = 1，存在正整数 N， 使得当 

时，必有 

I x n —a I < 1 ， 

从而 |:r” |<|a |+1 U > m . 

令 M= max{ I I ，丨 《r 2 丨，…，丨 x* 丨，丨 “ |+1}， 

则 丨工 ”I<M， （w=l，2, …）， 

即 UJ 有界. 

【94】证明收敛的数列或达到其上确界，或达到其下确界, 
或两者都达到.举出这三类序列的例子. 

证 设 linxr” =仏 

(1) 若 {*3 为常数数列，即 A =a(/2= 1,2,…），则显然上、 
下确均达到. 

(2) 若 U„} 为不恒为常数的收敛数列，则必存在某一正数£ 0 , 
使得 <：r„} 中某些点位于区间 [a—€ Q ，a + e 。] 之 夕卜. 由= ^2知 

ir-^oo 

位于 [a—eo，a+e。] 之外的只有有限项.如果在这有限项中有 A, 
使得~ >a+e。, 则取到上确界.如果在这有限项中有 ' 使 
得~ <0 — €。,则{0^达到下确界.如果在这有限项中即有使 




吉米多维奇数学分析习题全解(一）_ 

得 x Wi >^+€o ? 又有不, 2 使得< a — e。 ，则 {x„} 既达到上确界 
又达到下 确界. ' 

例 i，H， …，士,…达到它的上确界丨； . 

—1，一 4，一 4,…，—丄，…达到它的下确界 一1; 
l 3 n 

1，一1,|，一|,…，丄，一丄，…既达到它的上确界1，又达到 

L L n n 

它的下 确界一 i. 

【95】证明趋向于 + oo 的数列 a („ = 1,2,…）一定达到其 
下确界. 

证 因为 lim^ =+oo , 则存在 JV , 使得当 n > N 时, 

rr-^or 

A > 11，故 A ， X 2, …， Av 中的最小者即为 {«!*„} 的下确界. 

求序列 x n (n = 1 , 2 , …)的最大项 (96 〜 98). 

【恥 】 ， n = f 

解 当 ” = 3时,¥>2” ； 当^1关3时，” 2 <2”，所以，最大项 

- 9 

为： 3 =孓 


A 


100 + ”• 


解 




100 + n 



< 


+ 20 


20 


而 


•^100 


20^ 


所以，最大项为 


【98】 x „ 


^100 


20' 


1000 , 


解 


£n±l = 1000 
•T” 71+1 
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当 n + l <1000 时 ,ovh >^当” + 1>1000时 ， xw <>„• 
所以最大项为 

_ _ iooo 1000 

X 999 = X 10 00 = 1000 p 


求序列 A(n = 1,2,…)的最小项 (99 〜 100). 
【99】 X, =n 2 -9n- 100. 

解因为 


^9t\ I 


2n — 8, 


故当 l < w <4 时 : cvh < ;当 ” > 4时 *2^ > * r „ •而 a 

故最小项为工4 = =— 120. 


工5 


【100】 


” + 见 0 


解 


w+ 1^0 = (v^-^) 2 +20>20. 


而 j ： i 。 = 20,所以最小项为 o ： i 。 = 20. 

求出序列 x n (n = 1，2,… ）（101 〜 110) 的 inf { x ”}， sup { x ”} 


liriLr” 和 limx”. 

rt^oo fr^oo 


【101】 ^ = 1 --. 

n 

解 infi^r„} = 0,sup{x n } 


n 


limx, 


limr. 


[101. 11 a = (-1 叫 2 + 吾 ) 


解 x n 


2 + A ， 


当 „ = 2 A — 1 时 


- (2 + 蟲)，当” 


2灸时， 


故 


sup{x n } =2 + 3 = 5 

inf{x”} =— (2 + 音 ) 


7 

2 9 



— 2 , 


2 . 


【102】 


(-1)”，i + (-ir 


n 


解 


2 k 


工 n 


茲 A 


当 /! = 2 々一 1 时 


当 M = 时， 


其中 A 为自然数. 


所以 inf{:r”} =—l ， sup{x"} 


2 


lirru: n = 0, limj：. 


【 103 】 n + 念。 


n - f - 


解 


i + (- i / 


ik 


X n 


2k+ \ 


当 TZ = 2A 时 
当 71 = 2A — 1 时 


1 + 


4 / 


4/ + 1 

4/ + 2 
4Z + 3 


故 


inf<x n } = 0 ， sup{xj 


当 n = 4 /时 

当 n = 4Z + 2 时 

其它 

:2, 


limx- = 0, lima：- = 2. 


【104】 


工 n 


解 




= 1 + 2(-1)^+3 - (一1)平 
f 1 — 2 + 3 ,当 72 = 4A 时， 

1 + 2 + 3 ,当 m = 4 々 + 1 时， 

9 

1 一 2 — 3, 当 71 = 从 + 2 时， 

1 + 2 — 3 ,当 n = 4* + 3 时， 


故 


inf{:c”} =—4,sup{x„} = 6, 


limr” =—4»IIrru: ll = 6. 
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【 105 】 


工 n 


解 




n _ 1 2rm 

^ n cos 了. 

1 3k 


2 3 灸 + 2， 

1 3/fe + l 

2 3 务 + 3’ 

3 々 + 2 
13 々十 4’ 

其中 6 = 0 ， 1 ， 2 …， 


故 


infU”} 



当 ” = 3 々 + 1 时 , 
当 ;i = 3/fe + 2 时， 


当 w = 30t + l 〉 



,sup{x n } = 1, 


故 


limx n = — - , limr, 




【 106 】 x„ = (-l) n n. 

解 inf{:c”} =—oo,sup{xJ = 

Umx n =—oo,limr n =+°°. 

rr -^co ir^oo 

【 107 】 =-<2+(-1 )”]• 

解 inf{x”} =—oo,sup{x w } =— 1 ， 


linu:, 


【 108 】 


X n 


OO 


. c - 1 ) 1 


limx n = 


解 


当 n = 2 々 + l 时， 




2 k+V 
2a + i )， 当 n 
其中是 = 0 ， 1 ， 2 ,…， 
inf{x n } =0 ， sup{x”} =+oo, 

0»linxr rt =+oo. 


2 々 + 2 时 


【 109 】 ： r” = 1 + wsin 


7I7T 

T . 


解 


1 + (—1)*(2 灸 + 1) 


X n 


其中 々 = 0 ， 1 ， 2 ，"-， 


n = 2 灸 + 1 ， 
n = 2々 + 2, 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


故 


故 


infix ,,} 

Umxn = 

[1101 X n - 


oo,sup{x n } =+ 
),limx n =+oo. 


w -10.2 - 


解当 n 从 1 到 10 时，^由负数往 下降; 
当 n 从11到 + oo 时，由正数往下降，故 


inf { x n } = xio 


• up { x tl ) 


了 li 


1. 25, 


linL T ” = lirar „ = limx ” = 

#r _^oo 

求出 lirru ^ 和 〜 115). 




n m ^ 羼■羼 a 羼 

n^oo 


【川】 


解 


= IT -,- ¥• 

1 (3 走 + 1) 2 

2 1 + (3灸 + 1) 2 ， 

1 (3々 + 2) 2 

2 1 + (3 是 + 2) 2 , 

( 3 k + 3) 2 
l + (3 /fe + 3) 2 ’ 


当 n = 3 是 + 1 时， 


当 w = 3 A + 2 时, 


当„ = 3 々+ 3时, 


其中々= 0，1，2, …， 


lirrur, 


tlinu:, 




imi 






sin 


nit 


4H-1 


-O+^i 厂 +(-4, 

( 1+ 古 2 广 +(_1) *’ 


解 




4-(-1)*, 


n = 4 k-\-h 


n = 4^+2, 


4^+3 




+ (- l ) 


,41 


l(i+ 忐)， 

其中々 = 0,1, 2, …， 


w = 4々 + 3, 


w = + 4 ， 
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一章分析三 


故 


\imx„ =— (e +y) tlin^r„ = e+1. 


【113】 予 

解 linrr„ = 0 ， limx” = 1. 


【114】 = VI + 2- 


【一 i >- 


故 


解 x „= J ( i + 2^ r , 

t(l + 2 2 嶋 )— ， 

其中 A = 0 ， 1 ， 2 ,…， 

lirar” = 1 ， lirro^ = 2. 

n-^oo 

【115】 = cos ”^|^. 

解 Y\mx n = 0,linu: n = 1. 

n-^co fr^oo 

求下列各序列的聚点 （ 116 〜 120). 


n = 2k + 1» 


n = 2{k + \) 


【116】 


丄丄 1 丄 1 丄 2”一1 
• 2 ， 4，4 ’ 8 ， 8 ， …’2”’ 2” 


解因为 lim 


去= 0,设 


，聚点为 0 ， 1. 


【117】1，如1+如如1 + }’+ + 1，{， 1 + +，+ + 士 

+{ ，+ ，…， +， 1+ 士 4+士 ，…， 占+如击，…. 


解因为对固定的々 


ll i(i + 7 ) = T 


且 


lim — = 0. 

rr^oo 71 


故序列的聚点为 0 ， l，|s 
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纖奇 


【 118 】 


1 2 1 2 3 1 2 3 4 


解该序列正好包含(0，1)中的全部有理数,故对于闭区间 
[0，1]上的每点: r 在其任意的邻域内必有此数列中的无穷多个 
数，因此 x 必可作为某子列的极限，所以，: r 是所述数列的聚点.因 
此 [0 ， 1] 中的任何点都是所述数列的聚点，而 [0 ， 1] 外的点都不是 
所述数列的聚点. 


【 119 】 


解 


工” 


= 3 - (1-j)+2(-n”. 

3(1 一 — 2,当 ” = 2 A + 1 时， 
3(1 — ^^+2,当^2 = 2是 + 2时， 


其中灸= 0，1，2,…， 
故聚点为1，5. 

w 4 fu\m 1 r / I f \ 


【120】 ： r ” 


解 x n 


[(a+W + C-D^a-WJ. 


la n 
\b n 


ri 为偶数 


，故聚彘为 a ， b. 


【121】举出以已知数^如……作为聚点的数列的例子. 


解数列 


a,+ i ， C *2 + J ，…，〜 ++， ai + i ， a2+ 如 

dt — -\- — 9 a 2 + —, — + — ♦••• 


^ r T ，.“ wr 7 ， a 2 卞 7 ，" •，〜卞一，… 

以山 ， a 2 ，•••，％为聚点 • 

11221举出数列的例子，对这个数列，已知数列 a ,• 
~…所有各项均为其聚点，已举出的序列一定还有哪些聚点？ 
解数列 

, 11111 
a \ _ 上 ， a l — 飞 ， a 2 — ~2 jQl ^ ， fl 2 T， a 3 T ， 


3 ， 


3 ， 
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. 序列的理论 


第一章分析引论 


ai — T ， a 3—? a 4— j ， …， 

111 1 

是以 A ，，…，〜，…为其聚点的数列，并且数列 { a „} 的聚点也为 
该数列的聚点. 

【123】列举下列序列的 例子： 

(1) 无有限的 聚点； 

(2) 有惟一的有限聚点，但不收敛； 

(3) 有无限多的 聚点； 

(4) 以每一实数作为 聚点. 

证 （1) 序列 A = n 没有有限的 聚点. 

(2) 序列 1，1,|，2,+，3,."，士，《，.-，有唯一聚点0,但序列 

^ o TI 

不收敛. 

(3) 117 题及 118 题的序列均有无限多的 聚点. 

(4) 所有有理数排列而成的序列. 


【124】证明序列: r , 和: y „ =々 n Mn = 1,2, …）有相同的 
聚点. 

证设 a 为的一聚点，则存在一子列 u ~} 使得 
贝 IJ 由 lim 巧= 1 知， 



即 a 也为{%}的一聚点. 

同理可证:若6为的一聚点，则6必为 {〜} 的一聚点. 
【125】证明有界序列 a (n = 1 ， 2 ， …）必有其收敛的子序列 



x Pn (n = 1，2, …） • 


证因为有界，故存在有限 实数〜 6使得 


a ^ x n (n = 1,2，•••）• 
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将区间 [ a ，6] 两等分，得区间(^,^0，[_，6]，其中至 


少有一个包含 U „} 中的无限多项，将它记为為](若两者均包 
含 UJ 中的无限多项，则任取其一作为[^，6 3 ])，再将区间[^， 
匕]等分，又可得到0 2 ,6 2 ][1> 1 ，6 1 ]，它包含汰}中的无限多 


项.依此类推，我们得到一串区 间: 


[a,6] [a] ,61] ID [a 2 ,6 2 ]]D [a w ,6„] Z ) …， 

其中每一 [ a „ 成]均包含 UJ 中的无限多项，且有 

# 


b n — a n 


b — a 
~2~ 


0. 


又由心的选取知 


^ ^ a n a #】 〈 < 6” < 6, 


即 { a n ) Ab n ) 均为单调有界数列.故 U } , {〜} 均收敛且 



c 是所有区间 [ a „ 成] ( n = 1,2,…）唯一的公共点，下面我们证明 c 


是 U 。} 的聚点.现按下法选取的一个子序列在包含于 
内的 : r „ 中任取一个作为：然后在包含于 [ a 2 ,6 2 ] 内且 
在％后面的心中任取一个作 a : P 2 ，如此类推(这是可能的，因为每 
个[〜，匕]中均包含有 A 中的无穷多项），于是我们得到 u w } 的一 


个子列 U &}， 满足 

^ < ^ P k < b k . 

因为 lima ^ = lim 6* 


c 


故 


\imx 


Pk 


c 


即 c 为 U } 的一个聚点. 


【126】证明，如果序列 Ah = 1，2,…）无界，则存在子序列 
x p ，使得 linxz > = 

证因为心02 = 1,2，一)无界，故存在某项巧 1 满足丨：1 >1 | 

>L 


由于数列 = 九+1，外+2,…）也无界，故存在某项 
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_ 2 . 序列的理论 t 第一歳分析引途 

• T & (/> 2 > 介）使得1：^ |> 2;依此类推，对于任意正整数々存在 
某项％ (九 > ) 满足 

\ x Pk | > ^ (k = 1，2,…）， 

因此 \ imjcp . = oo . 

k-*<^ n 

【127】假设序列 x n ( n = 1,2,-) 收敛，而序列 >(72 = 1， 
2,…）发散，则能否确认关于序列 

(1) x n +- y n ? (2) x n y n 

的收敛性?试举适当的例子说明. 

解 （1) a +% —定发散,事实上，若 a +%收敛，则 

y n = ( 工 ” + ： y” ） —x n 

也收敛，这与题设相矛盾. 

(2) 可能收敛,也可能发散. 

例 ：（ a ) :^ = ^(n = 1,2,…）收敛， 
y n = n(n = 1,2 ，…〉 发散， 

而 x n y n = —(n = 1,2, — ) 收敛. 

n 

( b ) x n = 丄 (n = 1,2, …）收敛， 

n 

y n = n 2 (n = 1，2,…）发散， 
x „ y n = n(n = 1，2,…） 发散. 

【128】假设序列 A 和％ (n = 1,2,…）发散，能否确认序列 
(1) x „+ y n ; 

也发散，试举适当例子说明. 

解不能，例如 

= 1 + (- 1 )” 

Xn ~ 2 , 

v … 1 + (-1) 奸 1 
^ - 2 

都为发散数列，但 

^ n -\~ y n — ly(x — 1，2,…）， 


(2) xj” 


( n = 1，2, …）. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


x n y n = 0，（w = 1,2,—). 

均为收敛序列. 

【129】假设 aimA =0和1，2,…）为任意序列，能 
否确认= 0?试举适当的例子说明. 

解^不能，例如设 

1 2 
0 C„ = —yy n = n , 


则 


0. 


但 工” y ” = n 为发散序列. 
【130】假设 lirnra , 


0,由此能否得出或 limx „ = 0,或 


iimy ” 


分析下列序列 : A = 1+( ~ 1)n ^n =[ :勹 1 ) 


解不能，例如设 
_ 1 + (- 1 ) 


X ” 


y n 


-(- 1 ) 


(72 = 1，2,…） 


(n = 1,2,…） 


则有 limx „^„ = 0. 
但及为发散的. 


【131】证明 

(1) limx n + lim^ n < limC^+^J < lima :„ + lim ^„ 


(2) limx „ + lim )” ^ lim ( a: w + y n ) ^ limr ” + lim^ n 

TT-^oo n-^co rr^oo rr^oo 

并举出上述不等式中严格不等式成立的例子. 


证 （1) 设 a = ] im ( A +： yn ) 根据定义，存在{心+%}的一 

个子序列 { x %+%} 使得 

+^) = a = Iim(x w + ： y ”） ， 

对于序列 } ，存在子序列 {： s ; rs 得 

工 ”“ -^/3= hrax^ , 
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. 序列的理论 


第一章分析引论 



显然 



nk 


又由于 y ' = (工'+3\ ) —工' — cx — P ， 

所以 a — 卢为{%} 个聚点，从 ] iff 

a — limy w ， 

因此 HmC-Tn - 4 ry n y )= a linyy ” ^ ] imx n + lim %. 

ir-^oo k-^oo ir^°° it-^co 

下面再证右边的不等式. 

设7 = ，则根据定义，存在{心}的子序列 { aJ 使得 
limr ^ = a 9 

对于序列(3\}，必有子序列 

yn k — 〆 = 1 —” < lim ： y ”. 

i *-^oc ff_oo 

由于 j ^ Cr 、 + y„ kt ) = a ’ + 〆 ， 

故 c / +^{ x n +^} 的一个聚点.从而 
a’+〆 ^ hm { x n + y „), 

rr^oo 

故 \\ m ( x „ +%) < a < Umxn + \' imy n . 

fr-^oo n-^OO 

(2) 设 r = I ^： y „， 则根据定义，存在 {%} 的一个子序列 
使得 lim ： y„ A = r . 

序列存在子序列 } 使得 


― ► 




linur ” 又 

^■♦OC 


而显然 lirn ^^ > linp： n f 

^00 ft-^o 

由于 limCr ” +%. ) = y + r ， 

t -^00 i i 

故 y + r 为 { x n +%} 的一个聚点，从而 

lim (: r ff + y n ) ^ 7 + r > ] imx n + \ imy n . 

下面证明右边的不等式，存在 {&+%} 的一个子序列 

工” t +八， 

使得 lim ( x " + % ) = \ im ( x „ + y ”) =^= A . 


y + 




对于序列 u % 


} ，存在子序列 


x n . — D = limz” < limx ” ， 

k i rr^oo 

由于 y ' = (^ n i； + yn ki ) —工 ％ 一 
故 A — B 为 {%} 的一个聚点，从而 
A —B< lim % ， 


A-B 


lim(x„ +y n ) = A < B + limy” < lima:" + Wmy, 

下面&等号成立的例子. 

1 + (-1) 奸 1 


yn 


l + (- l )”, n = 1，2,…， 

+ limy n = 0 < \im(x n -\-yj 


1< 


limZrt + limy” 


2 . 


0 C n 


y n 


1 + (-1)”， 

1 + (—1)於 1 


，2 ，…， 


则有 


limx” + \imy n = 1 < lim (: c rt +>) 

= 2 < limx n + limjy” = 3. 

71^00 

【132】 假设； > 0 及: y w > OOi = 1,2,…）证明 

(1) limx” • \imy n < \im(x„y n ) ^ linu:” • iimy n 9 

ir-^cS fr^oQ fF^So ir^oo 

:工”: y ”）< linur ” 

并举出上述不等式中产生严格不等 5 成立的 例子. 

证 （1) 先证右边的不等式，设= «，则根据定义存在 


(2) lirru : 

ff-^OQ 




U } 的一子序列 {%}使仏 


n k 


对于序列{%},存在一子 


序列{、 } ，使得: y ' 今戸 => 0,显然戶< 由于 
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2. 序列的理论 



y nk — 故#是{^：^}的一个聚点.因此 


\\m(x n y n ') lim^ = limx” limy”. 

再证左边的不等式，若 liniA = 0,则不等式显然成立.故不妨设 

f^^oo 

ljmx n = a >0, 于是存在正整数 N 。 ，使得当 n > N 。 时 ，心 > 0，根 

k 定义，存在的子序列 U , 43S } 使 
^ n b yn k - ► Hm ( x n >； J = ( / > 0， 

戆 -»oo 

对于序列 } ,存在子序列 U , } ，使得 

工 4 — linur^ =〆 > linp：” = tt > 0 ， 

’ 卜 oc ir^oo 

工 ” > 0 (rz 〉 N 0 )， 


而 

故 




y^if (工， i t.* 


为 <3 U 的一聚点，从而 




r 


所以 


w ^ limy ,, ， 
P /r-^oc 

lim ( x n y n ) = 


a’ > 〆 lim y” > (linxr” ) (linyy”）• 


(2) 先证右边的不等式.可设 {>} 有界，事实上，若{%}无 


界，贝 ijlim % 二十 00 ,不等式显然成立.设 

rr 參 oo 

A = \ im ( j ： n y n ) 9 

则根据定义，存的子序列 Ui %,}， 使得 

^m(^n k y nb ) = A, 

对于 } 存在子序列 } 使得 


x n — B = limx - > 0. 

*i k^o k 

若 B = 0, 则由于 {%} 有界，知 

Um ( w )=0， 

从而 A =7 因此不等式显然成立. 

故设 B > 0,从而当 i 充分大时 (i > i 0 ) 
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讎多维奇数学分析习题全解 ( r ) 



故 


X' >0 ， 

y%、 = ( 工 v • 3V) 


f . 


因此 f 是{%}的一个聚点，从而 


故 


# < limy” ， 

LJ rr-^oc 

\\m(x„y n ) = A < BdimyJ < \imj： n • limy n 


再证左边的不等式，根据定义，存在 {%} 的一个子列{%,}使得 
yn k ~^ C = \ imy n ^0, 


n-^oo 


对于 U 、}, 存在子列 {~ } 使 


D = limr^ >0, 

k~^oo 


而 



limx Wfc ^ \imx n ^ 0, 

— 的一个聚点，从而 

hm{x n y n ) > DC > limx” • lim^. 


FT ♦CO 


下面是不等号成立的例子 

如令{工《}为 :音， 3，如3,+，3,… 
iyn ) 为:3,如3，如3,音，… 

贝!]有不等式 limx n • limy w = ^ < \ jm ( x n y n ) 


-^ < ( limr „ ) ( \ imy „ ) 


再令 { x n } 为:3,如 3，|，3, j 


( y ”} 为: y ，3， y ，3， y ， y ，… 

• _ 1 - 

\imx n • lim ： y” = -y < lim(x n 3 ；J 

n-^oo O ^°° 

=1 < limr n • limjy,, 
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. 序列的理论 


第一章分析引论 


【 133 】证 明 : 若 liriLr„ 存在，则对任何的序列 %(n = 1,2 



(1) lim (: r” - \-y n ) = lirar” + lim^„ 

TT^CXD VT^OO 

(2) limCz^y„) = liinx” • limjy” (x n ^ 0) 

rr-^oo rr^oo ir-^oo 

证 （ 1) 由于 lim^ 存在，故 
limr„ = limr,, = limr n . 


利用 131 题结果，有 

lim(x n +y„) < lima:,, + limjy” 


limr ff + limy” 


linur” + \imy n ^ lim(x n + y n ) 9 



lim(x„ + ： y”）= \imx„ + lim^ n . 


(2) 分三种情况 讨论 : 
(i) 设 : y”>0 (7i: 

则由 132 题的结果知 

lim(x n ： y”） < lirr 


1，2,…〉, 


• limjy” = lirru: n • 


limr n • limjy” < Yimix^yJ. 



limU” • y„) = limx” • limy ”， 


(ii) 设： y"<0 
则 一： v”>o 
于是由 132 题的结果有 


(n = 1 ， 2 ,…）， 
(n= 1 ， 2, …）. 


Y\m(—x n • < lim(—• linxr n = lim(—y n ) • lima:, 


lim(— ： y ”） 


^ lim(—x^ n ). 


所以 


lim(—x n ^„) — limx„ • lim(—%) 


由上、下极限的定义，显然有等式 

lim(— Xny n ) =— \im(x„y„)y 

lim (— y n ) =— limjy ”， 



吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


因此此时仍有 J |^(* r ； T ： y n ) = lim^n • 

( iii ) 设中有无穷^是非 5 的，设这些项构成的子列为 
{yn k )(y ni >0,k = 1，2,… ）（ 如果{%}中只有有限项是非负的，则 
从某一项开始有％ <0,这时由 （ ii ) 即知所要证的等式成立). 
注意到 x „>0, 故有 

\\mix n y n ) = 

= limr n • lim ^ n * 

【134】 证明: 若对于某个序列 a (/I = 1 ， 2 ， … ） > 0) ， 任 
何序列 >(〃 =1，2,…）都使下列两个等式中至少有一个 成立： 
(1) lim(x /l y„) = \imx n + lim% , 

rr^oc rr-^co ir-^° 

或 (2) \\ m ( jr n y n ) = limx n • limy ,,, 

/ r ' ♦尤 

则序列 a 是收敛的. 

证若 (1) 成立，设 



取 UJ 的子列使得 



取 A > max{—a+ 1»0}, 


令 




当 w 时， 
当 ” = 77> 时， 


贝 lj lim ( x n y n ) = a + A = limx „ + A . 

又由 （1) 有 


l \ m ( x n + y n ) = limx „ + lim ^ = limx „ + A , 


从而 linir n == limx w , 

即 } 收敛，若 (2) 成立，取同样的％，注意到 A > 0. 则有 


iim ( x ^„) = aA = ( limx n ) A . 


而由 （2) 有 limCr ”： y „) = Hmx n • limjy ” = ( liiTLr n ) A , 
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• 序列的理论 第一章分析引论 


lirrLr, 


即收敛 • 


【135】证明:若 x ” >0 (w = 1，2,…)且 limx ” • lim 

ir^oo fr^oo 

则序列^收敛. 

证由假设知 

0 < limx n <+°°,0 < lim — <+ oo . 

JC n 

利用 132 题的结果，有 





— linxz „ • lim 


•Trr 


从而 


< lim ( x n • —)= It 

fr-^oo \ X n / 

\ imx n • lim 丄 =1 = 


\\ mx n • lim 




因此 \ imx n = \ imx n . 

iT^o ^*°° 

即 A 收敛. 

【136】 证明: 若序列 x„(n 

limCx^H — x n ) =0， 


1,2, …）有界，且 


则这个序列的聚点密布在下极限 Z = lkru : n 和上极限!^ = \ h ^ u: n 

n-^oo rr^oo 

之间，亦即在区间 [ j , L ] 中的任意一个数都是该序列的聚点. 

证由定义 , Z , L 都是的聚点，设 a 6 (7丄)•我们来证 
明 a 是^的聚点.我们首先证明 论断: 对于任意给定的 e > 0及任 
意给定的正整数 N , 必存在正整数3 > iV 


使得 


I — a |< e ， 


由于 limCiva — x n ) = 0, 

则必有正整数 iV ' ，使得当 W > iV ' 时 

I 工卄 1 — 00 n |<£, 

令 N 0 = max { N,iSO , 则序列 : r „(72 = N 。+1, N 。+2, …）中必至 





少有两项 oc n •，工 „■ 存在，使: r n ， < a,XrT > a (因为否则的话，如无小 
于 a 的项，则必有 

limr ” ^ a , 

这与 /< fl 矛盾，如无大的项，则必有这与矛 

盾），不妨设 〆 < ”〃• 令满足 n ^ n ^7 且使工， < a 的正整数77 
中之最大者为 /2 ，显然 W < 72〃 一 1 且 
0 ^ < a , x ^-! > a , 

故 n > N , n > N \ 

并且 I G —a \< x ^. } — ar n < e , 

论断的结论成立. 

现取 ei = IjNi = 1，则存在:^ > 1) 使 t 工〜 一 a |< 1, 

再取 e 2 = 士， N 2 = 则存在 : r „ 2 (7 i 2 〉 ni ) 使得 

I ^n 2 —a |< y. 

又取 63 = +為 = 免 ，则存在: r n 3 ( n 3 >屯）使 

I 工” 3 - a | < 如 

这样继续下去，则得 A 的一个子列满足 

\ x nt —a 1 <如 

故 = a ，即“是丨心}的一个 聚点. 

【137】假设数列 or ! ，: r 2 , …， w 满足条件 

◦ < (771 ， M = 1，£，•••)，. 

证明 lim 心 存在. 

7T，00 n 

证由于 

X n < X„-\ +X] ^ Xn-z +2xi < … < 似 ！ ， 

故。 < 含 <工，即数列 ㈢ 有界 •设 
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• 序列的理论 I 第一章分析引论 

lim — = a , 

则0 < a <: n . 对任给的 e > 0,存在正整数 iV > 1，使 

f < a + e ， 

对任何正整数 n > iV 有” = 9 N + r . 

其中 g 为正整数 ,0< r < N , 于是 

工 ” == J^qN-tr X 穿 V + 工 r 

< ^C(q-\)N + 办 + 汀 1 < … 

< q^s + rx ! < qxs + Nx ,, 

从而 + 

n n n N n n 

由此可知 

lim — ^ a + e . 

n-^oo Tl 

由 e >0 的任意性，有 

lim — ^ a = lim — « 

00 w n 

因此 lm ^ = lim 

ri — n 

即 lim 心 存在. 
n 

【138】 证明:如 果序列 a (n = 1 ， 2 ，…〉收敛,则算术平均值 
的序列 

= 丄 ( 工 1 +x 2 + ••• -\-x„)(n = 1 ， 2, …） 
n 

也收敛，且 1^ 4+1 2 + …+了” = \ invr n9 

71 

反之则结论不正确，请举例说明. 

证法 一:设 lim ^ = a ， 

则对任意给定 的 e > 0,存在 iV > 0,使得 



於吉米多维奇数学分析习题全解 (一) 

当 n > N 时， 

I x n —a |<e ， 

即 a — t < ix n <. a + e . 

从而当 71 >N 时， 

f« = — (xi + x 2 + … +x”) 


< : Ti + 工 2 + …工尺 + (n — N)(a +g) 

71 

因此 lim^* ^ a + e. 

n-^oo 

由 e>0 的任意性，知 

lim ^, < a , 

同理可证 


> a. 

n-^oo 


lim^ = lim$ n = a. 


即 

if^oo 

法 二:令 


S” = xi + x z H - hx n 




因为 limx n = a, 则对于任给的 e > 0, 存在 N, 使得当 n > N 时 

ir^oo 

\ X n —a |<€f 

即 x n G (a—e,a + e) (n = N + l，N + 2 , …）， 

■Hr 工 ; m + 工 ; Vf2 + … +A ^ / , x 

故 - rr - t (a—e»a+e), 

n — iV 

即 ^-±ri +^ =fl+fl> , a | <6> 


这样 ^ = ^ + ( a + a )( l -^), 
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. 序列的理论 


第一章分析引论 


因此 <-^+| a |+(| a | + M )^ 

n n n 

对于固定的 iV ， 由于 lim I S ’、、 = 0 ，lim — = 0, 

71 ，产 72 

故存在 N ， > N 使得当 n > iV ' 时，有 

I S N 丨 / iV / e 

于是，当^><时，恒有 |&—a <3£. 


因此 


lim — = a 9 

n-^oo Tl 

lim - 1 —'— X2 —-= limx” = a, 

/t-k 71 


但反之不然，例如设 


in = 1，2，."） ， 

若 n 为偶数， 

若 w 为奇数， 


收敛于0, 但心 却发散. 

【139】证 明:若 lim ; =+ 


，则 




li m ^!+.^± 




证 法一 :因为 lim : r ,=+ oo , 故对于任给的 M >0 存在 iV > 
0,使得当 72 >N 时， A>M .设 

，_ 工1 + X 2 +…+工„ 


则当 /2 >iV 时， 

， X] + x 2 H - Hxa/ 


• r,vn + … + x , 


> 


工 1 +工 2 + …‘ (n — N ) 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (一) 


令 n 


00 


，两边取下极限，得 lirnG 彡脱 


由 M 的任意性，我们有 ㈣ 色 =+〜. 

因此 l im 1+ ■ 乜土:' • ■ ++ = + co . 

n-^o Tl 

法 二:设 S „ = A +« r 2 + … +: r n ， 

因为 lirar „ =+ oo . 

故对于任给的 M > 0, 存在自然数/ V ，使当 n > N 时,> 3 M 


故 


n n n — N \ n / n \ n / 


而对于此固定的 N 


lim — = 0* lim ( 1 — — )=1, 
tl \ tl / 

故可取自然数 N '> N ， 使得当 n > N ' 时 

n ^ 2 ， n 入 V 

于是当 n 〉 /ST 时, & > 級因此 lim ^ 


+ 12 + …+ 工 ” 


【140】 证 明：如 果序列 1，2, …）收敛，及 : r „>0, 则 
lim 〕 x \ wx n = limx „. 




证设 lima :” = a ， 因: r ” > 0 ( n = l ，2, …）， 

rt-^o 

故 a > 0. 先考虑 a >0 时的情况，则 liming = lm . 
于是，由 138 题的结论有 

lim — ( \nx\ + lar 2 + …+ \nx„ ) = lna ， 

Tl 


lim 


# 工 l …工 n 


lime 士 

n-^00 

= a = linrr n 


若 a = 0 ，则 lim (— lar „) =+ 00 , 

由 139 题的结论，有 
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2. 序列的理论 第一章 分析引论 


lim — (— lnri — liir? — ### — lnr n ) =+ 00 , 
n 


lim ^/x\X 2 %%% x n = lime _ 〈- 

= 0 = limx„ • 


【 141 】证明 : 若心 >0 


Oi = 1,2 , …），且 lim ^ • 存在， 

工 n 


证 


lim Vx~n = 

FI-^OO 

=lim X ” H 

rr^oo X n 

设 ％ = 工 1 ， 


(n = 


2,3 ,…） 


因为 lim 存在，设 为〜则 \imy n 存在且为 a ，故由 ] 40 题结果有 

n->oc ： 


n 


lim = lim 7y\ • : y 2 "\y” = limy„ = a. 


【 142 】证明 ：lim 


V^T 


e. 


证 设心 




(n= 1,2 ,…） 


则 


lim 


工 irH 


w 尤工 w 

所以，由 141 题结果有 

lim -^=. - 


lim(l + 丄） — e, 

\ 71 / 


lim Voc~n = li 


im 

♦oo 




n 


【 143 】证明 ( 施托尔茨定理） :若 
⑴細 > y” (tz = 1 ， 2,…）; 
(2) \imy n =+oo ； 


rr-^^o 


(3) lim 


^rrY\ 工 n 


— y^\ — y n 


存在， 


则 iimG = lim —玉 
y n yn^i ~ yn 


e. 
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法一：设 lim 


工 ， rH ~ 

y ^ rr \ — y ” 


由此，并注意到 Hm % =+〜，知对于给定的 e >0, 存在自然数 iV , 




使得当 A / 时，恒有 


y^i 


Q < e ，且： y ” > 0. 


fl — eC 3 ^ 1 ~ Xn < fl+e 
y ^\ — yn 

又因为>%,所以有 

(a —£) (y.V +2 — y^\ ) < 了 \’ 十 2 

(“ — 6 >(^. Vr 3 — ^. Vf 2 ) < J *： Vr 3 


n = N + l，iV + 2,…） • 


di < (a + e)(y.vj-2 —: y.vi i ) 
^2 < («+€)(^ N -3 _ yv +2) 


(a—e)(y n H 一 : V”）< — 了 ” < (a +e)(^ H — %)• 

从而 

(“ 一 €)(JVH — Xv+I ) < x ^-1 — x ;V ri < (“+e)(3Vn — Xv+i ) 


(a —e) ( 1 


yV 4 -l \ , X.Vfi 
夕朴 1 J v -^ 1 




<s <( …屮 


y ^\ 

y ^\ 


)+=• 


令 r ? 


oo 


分别取上，下极限，并注意到％ 


oo 


，我们有 


< a + e . 

n-^on 3VH ff ^ KXr 3^/rH 


由 e >0 的任意性，我们有 

/^^oo n-^o 3^rH 


lim 么 
yn 


lim 


^ — ^ 


㈤ =a 


因为, ⑸〜，且 )” ♦，所以对 任给的 e 〉 

0,存在自然数 N ， 使得当 n > N 时，有 


: <A 

y ^\ 一氕 2 


且 


>>o 
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• 序列的理论 第一章分析引论 


< 


: y 奸 1 


< a + i - 


又因为 《>vh > %，所以: y*rH — > 0. 


故 


(a _ 专 ) (ymz — ym^i ) < 工 am2 — 
< ( a + f ) Owz — ^n+i) 


)(> 


: y;V 卜 2 ) < -^N+3 工 N+2 


< f ) ^ N +3 — yN +2) 


fa 一 f l _ < 工杆 1 一工” 

< (a + f )(3 Vh — %)• 

从而 ( a — f ) (: y 於 1 — : ymo ) < ^» H-l — ^ AH-l 

< ( fl + f ) (細一 ym -1 ) » 




所以当 „〉 N 时， ^5^ 
另外，有(当 n > N + l 时） 


a <4- 


^ JL— a = ^± 


+ - a ) 9 
v V. / v V- — yr^i t 


所以 


yn 


1 — a ^ 




N+l 


yn 



而对于固定的 N ， 有 lim 


工 /m _ 


所以存在自然 N 7 > N + l 使得当 n > N ' 时， 
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因此当 72> ^时 


a <e ， 


lim ^ = a = lim ^ 

^> y n — y n 

本题中，若将条件 (3 ) 换为 


lim 


y^i 


+ oo ( 或 一 00 )， 


结论仍成立，即 


lim^ = Yim ^ 1 - ~ x? - =+00 ( 或 一 00 ) 

rr^oc n -00 y^ x — y n 

详见菲赫金哥尔茨著《微积分学教程》第一章第 二节 . 
【 144 】求值： 


lim ^ = lim ^~， 
rr^oc jy” n -00 jy ^+1 — y n 


⑴ 


(a>l);(2) lim 


lg n 


解 


(1 ) 设 x» = ” 2 ， 

y„ = a” (a > 1), 

ym-i > y n 且 V\my n =+ 


而 

再设 


£«tl 

yn ^\ 


(n + l) 2 —n 


yn 


2n + 1 
T ( a -1) 


u n = 2n-\-\,y n = a n 

Un^\ — Un = 2(n + 1 ) 
^^1 — yn a^ 1 — 


2r? 


a n (a-l) 


根据 143 题结论有 


㈤ 


lim 


yrt^\ 




lim 么 
yn 


lim 


^ Vh 

y^i 


lim 


2 打 + 1 

a"(a-l) 


(2) 设 : r„ = \gn,y n 

则 > y n 
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2- 序列的理论 第一章分析引论 


且 


故 


lim 


— x n 


^°° yn ¥\ 

lim ㊈ 

n-^oo Tl 


y” 

lim ^ 
yn 


limlg(l + |)=0, 


lim 


工 irfl 


n 


^^1 — yn 


(X 


注: 143 题的结果常用来处理“盖”型的待定 式念的 极限. 


【145】 

证明 :若/ >为自然数，则 

(1) lim 

n-^oo 

P + 2 M - ^n p 

n^ x 一 

1 

/>+1 

(2) limi 

rr-^oo 

/F + 2 M - h / i p 

71 

1 

fi + 1 

(3) lim 

P + 3，+ … + (2 w — 

-iy - 




l p 


rr^oc 


证 


则 

且有 


(1) 设 A 
> yn 

X^-1 — X n 
^irfl — yn 


p + y 

P+2 户 + … = 72 歼】， 

y n 1 

(n + W 
(n + l )^ 1 -n ^ 1 

_ (n + iy _ 

p 


+ 士 ) 


㈣ + o ( 士) 


户 + 1 ， 


其中 0( 士)为士的同阶无穷小•即 


且 


故 


limO (丄 ）= 0, 

fl-^OO \ TI / 

limO (丄） • n = 

\ 71 / 


A 尹0, 


lim 


p+ y +… 


lim ^ 

yn 


lim 

rt-^oo 


工 /r+1 


y^\ — y n P + y 
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(2) 设 = ( 户 + l)(P+2 於 + … + 

y n =(夕 + l)w 〜 

则 y^\ > y n y n 


且 


工 irf 1 — 文 ” 

y^i — y n 


(/ >+i)(” + i) 夕 + iv h -Oi + i) 汁 ] 
(/>+l)[(n+l)^-^] 

/ ><A±P n ^i +o(n 广 2 ) 


pip + Dn^+Oin^ 2 ) 




/ >(/> + l)+0(^) 


2 y 


其中 0(n^ 2 ) 表示的同阶无穷大，即 

0 (/ 2 广 2 ) _ 


lim 


广 2 


A 


(0< A<+oo) 


所以 


iim( P + 2 , +/ ^ + n , 


n 


\= 


则 

而 


lim — = p . , ! i — 

n-^a y H ir-oo v n p 户十 1/ 

(3 ) 设 a:” = P + + m + 

% = n 州， 

^rH-l > ： y” 且 : v” -H-°°. 

工 irfi —oc n _ (2n + l) /, 


^irfl — yn 


(n + l )^ 1 -^ 1 

{2 n + \Y 

ip ^\) n p + CKn ^) 


( 2 + 士 ) 


2 p 


㈣ 叫士 ) 


/ > + 1 


lim S 


lim 


P + 3 /> + - + (2 n-lY 

^AH 


2 p 


/ > + 1 
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• 序列的理论 第一章_分析引论 


【146】证明序列 


n 


1 十 +++ + ••• + + — ln ^ (n — 1，2,…) 


收敛.因此下式成立: 


1 -t- j j + …+ 丄 = C + lnrz + e„ , 

2 3 n 

式中 C = 0. 577216… 称作欧拉常数，且当72 — oo 时， — 0. 

解由 (75) 题的结论有 (1+ 士 ) W <e< (1 + 士广， 

故 ^TT< ln ( 1 + i)<^ 

则 \ n(n + 1) 一 Inn <C —. 

71 

令"=1，2,…得 

ln2 一 lnl < 1 
ln3 — ln2 <C 


\ n(n + 1) — \nn < — 

n 


相加之得 ln(n + l)<l + + +j + … + ^ 


于是 


X n } r \ 


1 + l + l + ... + l + _^__ ln(w + 1) 


即 UJ 是一个下方有界的序列.其中 


x n — =- TT + ln ( w + 1 ) 一 Inw 

72十1 


( 1 + 士)- 


n +V 


而 


+-)>- 
n ) n 


TT ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一） 1_ 

故 X n — Xn^-1 > 0. 

即是单调减少的数列.因此 lim ^ 存在，设为 C ， 即 


靶 ( 1+ j + …+ 士 — Irm ) 


0, 577216- 


所以 

其中 


1 + + + …+ 士 = C + Inn + e ” ， 


【 M 7】 求极限: + + 


解 


因为 1 + 7 +… H — = C + lnw + e n ， 

z n 


1 + 7 + … + 


^ = C+ln(2n)+e 2 , 


其中 C 为欧拉常数. 


—► 


€ 2 ” 0 (n -► oo ) 


所以 


—i —— I —— i —— 卜 … + 上 

= ln(2n) — lnw +€ 2 " — e” 
= ln2 + € 2 « 一 e« — ln2 


OO )， 


lim 


(^Ti + ^T2 + ^ + ^) =ln2 - 


【148】数列 aOi = 1,2 ，…〉 是由下列 各式: 


a 9 x 2 = b , x n 


(n = 3, 4,…） 


确定.求出 limx 

i^^oc 

解由于 


工 irf 1 




- 1 ) 


X ” 一 


(- 1) 2 


^ n ~\ 
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(一 + ) ( 工 2 - 工 1 ) = 卜音） 1( 卜 a ). 


故 


• “ 

X ^r\ = 2 ( 尤奸 ! — X* ) + Xi 


- a ) 2(~ ir +a 

1 一 (― +)” 

( b - a ) ― V ^-+ a , 
卜(-+) 


所以 


limx ， 


b — a 


n-^oo 


一卜音) 


a + 26 


【149】假设数列: r〆 ” =1,2 ，…） 由下列 各式: 

•To 〉 OfX^i = +(:» + ~ = 0，1，2, …） 

确定.证明】 im ^ = 1. 


tr^oo 


4^ 2 

证 — = i ( v/ ^一 =) ^ 1 > l (” = 。山 2,…) 


所以 


工於 1 


H 士 — 工 ”) < a 


即是单调减少的有界数列，故 Hnu : n 存在，设为/,在等式 


*(〜+ 土)两边取极限，得 / = +(/ + •}) 


解之得 


(舍去负值）, 


【150】证明 ：由下 列各式 


A = a ， = b 9 x ^ } = 細 = ^L ： ry, 

确定的序列 a :” 和; y „ 有共同的极限 ；/( a ，6) = lirnr ,, = lim ^. 

rt^oo ir-»oo 

(数 a 和 6 的算术平均数减几何平均数). 

证分两种情况讨论 
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(1) a 与 6 中至少有一个为零.不妨设 a = 0,则显然有 


x tt = 0 (w = 1，2,…)，細=冬 

从而，递推得％ ^ = 1，2,…）， 

故 Wmzn = 0 = limy ”. 

(2) 设 42#0,6#0. 这时，必须 a 〉0，/)〉0,否则 ，若 ab <0, 
则 A = Jab 没有意义. 

若 a < 0,6 < 0•则 : r 2 = \/ab > 0, y 2 = < 0, 

从而工 3 = Jiiy! 没有意义.因此，必须有 a>0 9 b> 0. 

不妨设.由于两正数的等比中项不超过它们的等差中 
项，并且都界于原来两数之间，故有 a < : r 2 < ： y 2 < 6， 

同样有 a < a：2 < x 3 < 3^3 < ^2 < 

一般地 a < x n < ^ ^ (n = 2, 3,…）， 

即 {&}、{%} 均为单调有界数列，设 ^ 

lirTLr n = A 9 Ym \ y n = B, 

n-^cc ir-^oo 

对等式 3 Vh = 

两边取极限，得 B = 

从而 A = B , BPlirar n = V \ my n 证毕. 

rr^oo / r-^oo 

§3. 函数的概念 

1. 函数的定义 

若对于集合 x = U } 中的每一个1，均有一个确定的实数 : y 
eY ={ y } 与之对应，则变量: y 称为变量: r 在已知变域欠= U } 
的单值函数，记作 ：y = /(: r ). 

集合 X 为函数 / Cr ) 的定义域或存 在域; Y 称为这个函数的值 
域，在最简单的情况下，集合 X 可能的情 况有: 开区间 ( a ,6) w < 



_ 3. 函数的槪念 I 第一章_析 引谭 

x<ib; 

半开区间 ( a ，6 ]:a < I < 6或 [ a ，6 ):a ^ x <6; 

闭区间(线段) [〜6： L a <: r <6.( 其中“和6为某实数或符号 

— OO 和 + CO). 

若对于 X 中的每个值: r 有若干个 : y = fix) 与之对应，则: y 称 
为 x 的多值函数. 

2. 反函数 

如果把 x 理解为满足方程式 /( x ) = ： y 的任何数值(式中: y 为 
属于函数 / Cr ) 的值域 Y 中的一个固定 数〉， 则这个对应关系在集 
V 中可确定某函数 ： r =广 1 (: V ),称之为函数 / Cr ) 的反函数.一般 
来说，它是多值的.若函数 ：y = fix ) 是严格单调的，即当: c 2 > ^ 
时， / Cr 2 ) 〉/(々）[或相应地 /( x 2 ) < /(々）],则反函数 x = 

r l ( y ) 是单值且严格单调的函数. 

求出下列函数的存在域 (151 〜 165). 

【 151】: y = 長 . 

解当1+1关0时，即 I 关一 1时，函数才有意义，故函数的 
定义域为(一 OO , — 1) U (— 1, + oo ). 

【 152】 ：y = V/3X-X 3 . 

解当 3: r _: r 3 >0 时，函数才有意义，解之得函数的定义域 
为(―°°， —73] u 

【 153 】 y=U-2)J\±^. 

解当_彡0时，函数才有意义，解之得函数的定义域为 

1 _ X 

[-1J). 

【 154 】 （1) ;y = log Cr 2 —4 )； 

(2) y = log (^: + 2) + log (x — 2). 

解 （1) 当 x 2 — 4 >0 时，函数才有意义，解之得函数的定义 
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t 吉米多维奇数学分析习题全解(一） 1 _ 

域为(一 >00 ,—2) U (2,+ oo ). 

(2) 当 : r + 2>0 且 : r -2>0 时，函数才有意义，解之得函数 
的定义域为 (2，+ oo ). 

【 155】 ：y = V sin (*/r). 

解 当且 sinv ^>0 时，函数才有意义,解之得 

(2/br) 2 <:r< (2 是 + 1) 2 兀 2 (k = 0,1,2 ,…）， 

因此函数的定义域为满足不等式 

从 V (2 々 + l)V (k = 0,1,2, …) 

的实数集合. 

【 156 】夕 =V cos x 2 . 

解 当 co & r 2 >0 时,函数才有意义，即 

# 

及 + + ^ (々 = 0,1,2,…)， 

因此，函数的定义域为满足不等式丨 x 

及 <1 ^ l < 」2 kn + ^f (k = 0，1，2,…), 

的实数 o : 的集合. 

【 157 】 y=\g (sin^). 

解 当 sin ! > 0 时，函数才有 意义. 解之得 

X 

2kn< JL < (2 灸 + l)7t U = 0, 土 1 ，土 2 ,…）， 

X 

当 A = 0 时，得 10<+00 ; 

当是=1，2,…时，得^^<1<士 

当是 =- 1， —2’. ••时，得去 < 工 < 
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. 函数的概念 


第一章分析弓 


因此，函数的定义域为 


M (=W=^TT) U [A (^+i4)] u 


(i,+ 


【巧8 】 ：y 


/r 


解 当 : r > 0, 且 sinTtx ^ 0时，函数才有意义，解之得 
X > 0 且 X ^=-71 (72 = 1，2,…）， 

因此函数的存在域是不为整数的所有正实数所成的集合 
【159】 j = arcsin 

解 当 | y^|<i 


-3<- 


r +^ 


<一 1， 








所以 y < l + x <2. 

因此函数的定义域为[一 +，1]. 

【160】 j 二 arccos (2 siar 〉. 

解 当丨 2 sirur i < 1时，函数才有意义，解之得 


々7 T —吾< ：C < 々7 T + 吾 （々= 0, 土 1，…） 

0 0 

为函数的存在域. 

【161】 ：y = lg [ cos ( lgo :)]. 

解 当 cos ( lgx ) > 0时，函数才有意义.所以 

(2 务一士 )7 T < lgx <(2々 + j )7 C (是= 0, 士 1，±2,…)， 




吉米多维奇数学分析习题全解 (一） _ 

从而函数的定义域为满足不等式 

io< 2 ^)*< J ： <io( m T)* a = 0, 士 1 ，士 2 ,…）， 

的实数: T 的集合 • 

【162 】 : y = 0+1 :r |) \/ xsin 2 7 cx . 

解当 xsin 2 m > 0时,函数才有意义.解之得，函数的定义 
域为 [0,+ oc ) U 

【163 】 y = cotizx 4 - arccos ( 2 J ) • 

解当 sinnx 关 0 及0<2^<1时，函数才有意义，解之得 : r 
# k (A = 0, 士 1，士 2,…）， 

及 : r < 0. 因此，函数的定义域为满足 

工 < 0且 1 n (M = 1，2, …）， 

的实数 X 的集合. 

【164 】 jy = arcsin ( 1 — x ) + lg ( lgx ). 

解当一1<1一 x < l , 即 0<« r <2 时，第一个函数才有 
意义. 

当 lgz > 0,即 : r > 1时，第二个函数才有意义.因此，定义域 
为 l <: r <2. 

【165】 y =(2 x )\ 

解当21 = 72(72=1,2,…）时,函数才有定义，所以，定义域 

为集合+，1，音， 2 ,音，…，号，•••• 

【165. 1 】 y = log 2 log 3 log 4 x . 

解 当 lo g3 log 4 : r >0 时,函数才有意义，解之得1>4,所以， 
函数的定义域为 (4,+ oo ). 

【165. 2 】 y — v^lg tanx . 

解当 lgtaar ^ 0时，函数才有意义,解之得 

ibr + f <x< 々 7T+j (k = 0 , 士 1 , ± 2 , …）， 

因此，函数的定义域为卜+号,“ + f )• 
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. 函数的概念 


第一章.分析三 



【165.3】 y = v sin 2 x + v sin 3 *r (0 ^ .r ^ 2 tt ), 

解当 sin 2 x > 0 ， 旦 sin 3 x 彡 0 时，函数才有意义，解之得0 




Y - 


求下列函数的存在域和值域 (165 〜 170). 

【166】 ）’ = v / 2 + x — x l • 

解当 2 + a • — x 2 >0 时，函数才有意义，解之得函数的定义 
域为[一 1，2],又因 


卜- 音， 


所函数的值域为[0,音]. 


【167 】 y ~ \g (.1 — 2 cos x ). 

解当1 一 2 cosx > 0时,函数才有意义.解之得函数的定义 


| x 2 々 7t + f < «r < 2 是 7T + 警 （A = 0, 土 1， 士 2, …） 


义因为 


max(l — 2 cosx ) 

x6E 

inf (1 — 2 cosx )= 


-(~ 2 ) 


所以，函数的值域为(一 oo ， l g 3). 


【168】 


arccos 


2 x 


m ^ <1_，酿#鼓，耐贿鎌，±碑 


式均成立，因此函数的定义域为（一〜 

[0 ，丌] • 

【169 】 y = arcsin (lg 竞) • 


). 函数的值域为 
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解当 Igg <1时，函数才有意义.解之得 l<x<100, 

故函数的定义域为 [ 1，100 ] ，值域为 [一 号，号 _ . 

【170】尸（―1，. 

解 定义域为~ I *r = 为整数1，值域为集 

合 

【17〗】在三角形 ABC 中，(底 AC = 6, 高 BD=A)( 图 1) 内 
接一个矩形 KLMiV (高； VM = x) ，把矩形 KLMN 的周长 P 及其 
面积 S 表示成: r 的函数.并作函数尸= PCr) 及5 = SCr) 的图形. 



图1 

解因为¥ = ¥， 

所以 LM = b[l-f) 9 
故周长 P = PU) = 2UA + 2MN 

= 26( l - f )+2 x 

= 2(1 — 1): + 26 0<x</z. 

当 b < h 时，/ >( x ) 的图像为171题图2中的直线段 AB (不包 
含 A ， B 两点). 
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3. 函数的 概念： :: 第一章分析引论 



当 b > h 时,/>(0：)的图像为171题图3中的直线段 AC (不包 
含 A , C 两点） 

面积 S = S ( x ) = LM • MV 

= 6(1 — 斧 ) :r (0 <； j: ■< h). 

SOr ) 的图形为 171 题图 4 中的一段拋物线 ® (不包含 0 ，B 
两点） • 



【172】 在三角形 ABC 中，边 AB = 6 厘米，边 AC = 8 厘米, 
角 BAC = : r ， 把 = a 和面积 ABC = S 表示成变量 i 的函数， 
并作函数 a aCr ) 及 S = SU ) 的图形 • 

解由余弦定理得 

a = \/6 2 +8 2 — 2 X 6 X 8 cosr 

= v /100 — 96 co&r (0 <C x <C tz ). 

它的图形如 172 题图 2 所示，为曲线弧^(不包含 A , B 两点），三 
角形的面积为 
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172题图1 


S = — X 6 XSX sinr = 


24siar (0 <C x <； 7r) » 


它的图形如 172 题图 3 所示，为弧 (Si (不包含 0，A 两点). 




172麵图2 172题图3 

【173】在等腰梯形 ABCD 中（图 2) 底 AD = a，BC = > 
6) ,髙引直线 MV // 和与顶点 A 相隔的距离 AM = 
x. 把图形 AB7VMA 的面积 S 表示成变量 x 的函数，作出函数 S = 
SU ) 的图形. 



, 173题图1 

解 AH = |( a - 6 ). 

分三种情况讨论： 




. 函数的概念 



一章分析引论 


(1) 当时， g 卩 MV 在 AABH 内，此时 


MN 


-b 


2/ir 

a—b 


于是 


X = -~x 2 . 
a — b 


(2) 当 + 6 = f 时，面积 

S = •宁 + + - 宁） 


h\x 


a — b 


(3) 当 


hU + b) 




a 一 b 


(a — x) 


t a + b (a—x) 
~2 ^ 


S 的图形如 173 题图 2 



173 题图 2 


图中各点的位置如下： 

A I a —— b h(a — 6) 




+6 hXa +36) ^ 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (一) I_ 

_ h(a + 6 ) \ • , 

C\aj - g - ) ; tana = h. 

【174】在 Qr 轴上的区间0 < I < 1内，有等于2克的质量 
均匀分布着，而在此轴的点 x = 2和点 x = 3上各集中了一克质 
量，写岀函数的解析公式 m = m (: r )(_ oo 〈: c <+ oo )， 其中 m (: r ) 
是位于区间 (一 〜, x ) 的质量的值，并作出这个函数的图形. 

0 , x 6 (_ °°，0]， 

2x, xe (0,1], 

解 m(x) = - 2 9 x 6 (1,2) , 

3， x 6 [2,3)* 

4， x G [3, + oo ). 

m ( x ) 的图形如174题图所示 



【175】函数 : y = sgn : r , 用下列方式 定义: 

「1， 若： T <0; 

sgn X =」 0， 若 x = 0; 

1， 若 ：r > 0. 

作出这个函数的图形.证明 I 丨= xsgnx . 

解函数 sgru : 的图形如175题图所示 
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175题图 



_ 3 .函数的概念 I ,第一章分析引论, 

当： r < 0时， 丨 jt | =—x = xsgnr ； 

当 :r = 0 时， | x | = 0 = xsgnr ； 

当 :r〉0 时 ，\ x \ = x = xsgrirf 
因此 I I I = xsgnx. 

【176】函数 : y = [>] (数的整数部分）由以下方法定 义:如 
果 or == w + r ， 其中 n 为整数且 0< r < l ， 则 | x | = n •作出这个函 
数的图形. 

解当 x € 0， n + l ) 时 (7 i 为整数 ): y = n , 函数的图形如176 
题图 所示 . 



176题图 


【177】设 : y = 7 t ( x ) ( x >0) 表示不超过数 x 的素数数 

目，对于自变数0 < x < 20的值,作出此函数的图形. 

解 当 0<x<2 时 ,7t (: r) =0, 

当2 < x < 3时， k (: t ) = 1； 

当3 < x < 5时， ir (: r ) = 2; 

当5 < 7时， 7 c ( x ) = 3; 

当 7<: r<ll 时， ttCt ) =4； 

当 11< j :<13 时 ,7T(X) = 5| 

当 13< o :<17 时， 7 r ( x ) = 6 ; 

当 17< i <19 时， 7 i ( x ) = 7; 

当 19<« r <20 时 , ttCt )=8. 

如图所示. 
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177题图 

函数少 =/( X )把 Ex 集映到怎样的集上，若 (178 二 182). 
【178 】 y = x 2 9 E x = {— 1 2}. 

解 E , = {0< y <4}. 

【179 】： y = lg x 9 E z = {10 < x < 1000}. 

解 E y = {1 <. y < 3}. 

【180】 jy = 丄 arctan x t E x = {— oo <； x <+°°}- 

7 C 

解 E y = [~\ <y< \\ 

【181 】 ：y = cot = {0<| x |< 1}. 

解 E y = {1 <| 3 ^ !<+°°}. 

【182】>;=|^|,£. = {1<|^|<2}. 

解 E ,= { l <； y <2}. 

变置 x 跑过区间 0 < x < 1，变置 y 跑过怎样的集，若 (183 〜 
188). 

【183 】 y = a + {b — a ) x . 

解当 x 从 0变到1时，: y 从 a 变到乂所以: y 的变化集合为 
区间(〜6)(当^<6时）或 (6, a ) (当时). 

[1841 

解当: r 跑过区间0 < :r < 1时，: y 跑过区间 (1 , + oo ). 
t1851 
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_ 3 •函数的概念 I 第一章^分析 g I 论丄 

解 y = j+j • 2l^I* 

当: r 从 0 变到士时,: y 从 0 变到一 oo ; 当 o ： 从 I 变到1时，: y 从 +co 
变到 1. 于是: V 的变化区间为(一⑺ ,0) U ( l ,+ oo ). 

【 186 】 ：y = Vx — x 1 . 

解尸 V+ - (:-+) 2 ’ 

: y 在 z = +取到最大值" I •，当 x — 0时 a — 0,且 y >0, 故 y 的 

变化区间为 0<： y < 

【187 】 ：y = cot 7 rx . 

解当: r 从0变至1时,: + ~ 变至一 oo •于是， y 的变化 
范围为(一 °°，+°°). 

【188 】 y = x + [2 x ]. 

解当 0< x < + 时， 0<： y < 

当+ <« r<l 时， ■|<： y <2, 

因此，: V 的变化范围为(0,音 ) U [音， 2 ). 

【189】若 /(工)= x 4 - 6 x 3 + llx 2 - 6:，求 /(0)，/ (1) , 
/(2),/(3)，/(4). 

解 因为 / Cz ) = x ( x - l )( x -2)( x -3), 

故 /(0) = /(I) = /(2) = /(3) = 0, 

/⑷= 4! = 24. 

【190】 若 fU) = lgx 2 ， 求 /(—I) ，/(—()• 001),/(100). 

解 /(—1) = lgl = 0; 

/(-0.001) = IgO. 000001 =-6? 
f(100) = 21gl00 = 4. 
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11911 若 / Or ) = 1 + M ，求 /(0. 9) ,/(()• 99) ，/ (0. 999) 

/(I). 

解 /(0, 9) = /(0. 99) = /(0. 999) = 1, 

/(I) =2. 

[1921 若 / U 卜 1 +工， 

2 S 当 00<+ oo 时. 

求 /(— 2),/(-!) ，/(0)，/(1)，/ (2). 


解 /(_2) = 1 — 

/(-I) = 1 - 


-1 


/( 0 ) 

/⑴ 
/( 2 ) 


1+0 = 1 ; 

2 1 = 2 , 

2 2 =4. 


【193】 若 fOc ) 


1 —x 

ITi 


求 /(0),/(-x)，/(x +1 ) ， / U) + 1 ， /( 士 ) 


，痴 


解 /(0)= 

/(-X) 


1 +x 

1 —X 


/(工+1>=适 


fix ) + 1 


1-X 

1+X 


+ 1 


2 


1 — 丄 

沿 )=3 


x - 1 

ITT 


7(^) 

【194】 若 

(1) /( x ) ; 


1+工 

\-x 


- x 3 


(2) /( x ) = sin — ； 
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_ 3 . 函数的概念 [: j 第一章分析引论_ 

(3) fix) = Cr+| jt |)(1 —x). 

求使以下各式成立的 x 值 

(a) fix) = 0 ； (b) /( 工 ）> 0; (c) fix) < 0. 

解 （ 1) (a) 由: r — :r 3 =0 得工 = 0 ，土 1. 

(b) n 3 >0 ， 

即 x(l-x)(l+x)>0. 

解之得 一 oo< ： r<—1 和 0<:r<l. 

(c) x — x 3 <0 ， 

即 x(l-x)(l+a:) <0. 

解之得 _10<0和 l < a :<+ oo . 

(2) (a) sin — = 0, 

x 

解之得 —= kiz ( 是 = 士 1 ，土 2 ,…）， 

x 

所以 x = \ ( 々=土 1 ，士 2,…) • 

K 

(b) sin^>0, 

X 

2 々 7t<!<(2 々 + l)7t (k = 0, 士 1 ，士 2 , …）， 

X 

所以当 A = 0 时， l<:r<+oo. 

当々 =1 ， 2,… 时， ^^< 1 〈羞 . 

当是一 1 ，— 2 , …时 ，去 <工< 瓦 Vr 

(c) sin!<0, 则 

X 

(2 々 + l)ir< ! < (2 々 + 2) 兀 ( 々 = 0, 士 1 ，士 2, …）. 

X 

当々=一 1 时，一 oo <C x <— 1, 

当灸 = oa ， 2 , …时， 

当务 =_2 ，一 3, …时， 
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(3) ( a ) ( jt+I x |)( l - x ) =0 
解之得和 x = l . 

( b ) ( x +\ x |)( l _: r )>0, 推得 0<: r < l . 

( c ) ( x +| x i )(1 — or ) <0. 

因为当 : r <0 时 ， *r + U | = 0, 所以必须 * r >0; 其次因为当 : r 
>0时,0： + |1|>0.所以1—： 1 ：<0,故： 1 ：>1.因此，当 1>1 时, 
fU ) < 0 . 

【195】若（1〉 /( x ) = ax +6；(2) fix ) = x 2 ?(3) /( x )= 
a '求 = /(:+%—/ ⑴ . 


解 


( 1 ) (pix) 


q(jt + /i) +6 — ax 

h 





(2) < pU ) = - j2 - = Ix ^ rh . 

(3) ^(x) = = 

【 196 】令 /Cr) = 02 ： 2 + 如 +( ：，证明 ： 

/( 工 + 3)—3/Cr + 2) +3/(t +1) -f(x) = 0. 

证 /(x + 3) - 3/(x + 2) + 3/(x + 1 ) — /(x) 

= a(x + 3) 2 +6(x + 3)+c 
-3[a(x + 2) 2 +6(x + 2)+r] 

+ 3[a(x + l) 2 +6(x + 1) +c) — (or 2 +&r +c *)， 
=ar 2 + 6ar 9a + &r + 36 + c 

— 3ax 2 — \2ax — 12a — 36x — 6 —3c 


十 3 az 2 + 6 ar + 3 a + 3 &r + c — or 2 — fxr—c 


= 0 . 

因此 fix + 3) - 3 /(x +2) + 3 /(x +1) — /( x ) = 0* 
【197】若 /(0) =— 2 和 /(3) = 5, 求线性整 函数: 
/( x ) = ar +6. 

/( I ) 和 /(2 ) 等于多少/线性插值法)？ 
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_3- 函数的概念 I 第一章分析引论 

解因为 

/(0) = b =— 2 ， /(3) = 3a + 6 = 5 ， 

所以 a = |,6 =-2. 

于是,所求的线性整函数为 /( x ) = 

故 /( I )=如/(2) 

【198】 设: /(—2) =0,/(0) = 1,/(1) = 5求二次有理整 
函数： 

fix ) = ar 2 +& r + c . 

/(_ 1) 和 /( O . 5) 等于多少(二次插值法)？ 

解 因为/(一2) = 4 a ，一 26 + c = 0， 

/( O ) = c = 1，/(1) = a +6 + c = 5, 

所以 a = ~，b = 誓 ， c = 1. 

于是所求的二次有理函数为 /( x ) = ■ la : 2 + 

故 /(-l)= - 音， /( 0 . 5 ) = 昆 

【199】若 /( 一 1) =0，/(0) = 2，/(1) =-3,/(2) = 5. 
求三次有理整函数: / Cr ) = ax 3 +6 r 2 +cr +乂 
解 因为 /( 一 1) =-a+b-c-\-d = 0, 

/( 0 ) =d = 2 9 

/(l) = a + 64-c + ^=-3, 

/(2) =8 a + 46 + 2 c + J = 5, 

可得 a = 专， 6=—|， C =—-d = 2. 

于是,所求三次有理函数为 
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全解 （一 


【200】若 /( O ) = 15,/(2) = 30，/(4) = 90,求形式为 fix ) 
= a -\- bc x 的函数 • 

解因为 

/(0) = a +6= 15, 

/(2) = a + bc 2 = 30, 

/(4) = 90， 

所以 a = 10,6 = 5 ，c = 2 (-2 不合适，舍去) 

于是所求函数为 fix ) = 10 + 5 X 2' 

【201】证 明:若 对于线性函数 

fix) = OX + 

自变量的值工= xAn = 1,2,-) 形成等差级数，则对应的函数值 
%= fU n ) An = 1,2,-) 亦形成等差 级数. 

证 { xj 是一公差为 d 的等差级数，则 

工* rfl =工” +d (71 = 1，2,…） • 

于是 yn ^\ — y n = ( ar ^] +6) — ( ax n +6) 

= — x n ) = ad , 

即 {%} 是一 公差为 d 的等差 级数. 

【202】证明 :若指 数函数 

fix ) = a x (a > 0) , 

自变数的值 i = AOz = 1,2, …）形成等差级数，则对应的函数值 
: y „ =/ U „)，（ n = 1,2,…）组成等比 级数. 

证 设 UJ 是一公差为^的等差级数. 

则 — x n = d 9 

所以 2 !stL = a = a ^ i^ n = a d 9 

y n a x - 

即 {>} 为一 公比为 V 的等比 级数. 

【203】 设当 0 < M < 1 时函数 fdu ) 有定义，求以下函数的 
定 义域： 

(1) /(sin x )； (2) /(In x ) 5 (3) /(^). 
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_ 3. 函数的概念 I 第一萱分析引论 

解 （1) 因为 0< sirxr < l , 所以 


2是 7 t <: r <(2 A + l )7 c 且 


工本 ( 2 々丌 + f ) 


(々= 0, 士 1，± 2,…）， 

即函数的定义域为 

^ (2走兀 + 号’(2是 + 1)兀)]. 

(2) 因为0 < Inr < 1，所以1 < x < e , 即函数的定义域为 (1， e ). 

(3) 因为 0< M <1, 所以 


X >0 且工尹” （72 = 1，2,…）. 

因此函数的定义域为 tJ ( n ，《+ 1). 

it^O 

【 204 】设 /Gr) = y(a- r +a^> U>0 )， 证明： 

fix + y ) +/(x — 3 /) = 2 / Cr ) • f ( y ). 

证 f(x + y ) + f{x — y ) 

=\ ( a^y + a - ( ^) + Y ( a <a -» + a ) 

= y ( a J - - a ^) +^ U X • - 


= ja x (a y +a^ y ) + ja^(a y +a~ y ) 

= j ( a ^+ a ^)( a ^+ a ^) 

= 2/(x) - f(y). 

【 205 】假设 f(j ： )+/(y) = f( z ) ，求出 若: 

(1) f(x) = ax ； 

(2) / Cr ) = i ; 

X 

(3) fix) = arctaxir (| x |< 1 )； 

(4) /( x ) = logi+^. 

X 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (一) 


而 

由 

得 


解 （ 1)/(:)+/(}) = • 

f(z) = az. 
f(x)+f(y) =f(z) 
z = x + y. 

(2) 由丄 + 丄 = 丄， 

x y z 


^ray = a{x^r y) 


得 


xy 

x+y 


(3 ) 由 arctanr + arctany = arctanz ， 


得 


tan(arctarur + arctan^y) 


(4) 由 log Y^^ + log = log 


x + .y 
1 — xy' 

l±z 


得 


(l+x)(l+.y) ^ 1+^ 
(1 — 0：)(1 — 3 ^) \—z 




所以 


X+y 

1+xv 


求出 9:9(x)] ， vrCv(x)] ， 9[v(x )] 和 
208 〉 ，设： 

【2061 <p(x) = :c 2 和 ip(x) = 2 T . 

解 <p(<p(x)) = (x 2 ) 2 =x 4 , 

V &(^ U » = 2^, 

<p(i/ ； U)) = (2 X ) Z =V 9 

0(9>(x)) = 2 X \ 


(206 


4 S 


【 207 】 p(:c) = sgn j ： 和 ipix )= — 

oc 

解 <p(ip(x)) = sgn(sgnr) = sgar 


0(^( x )) 


(x 古 0) ， 


cp(<i}){x)) = sgn^ j = sgar (x ^ 0) 
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sgar 


sgnr ix 7 ^ 0). 


当 : r<0 时 


’ 和 〆 or) 


【 208 】 

\x 当 : r>0 时 . 1 一 x 2 当 1 > 0 时 . 

解 «X)) = (p(x) ； (p((p(.x)) = 0 ( 因为 —3^ < 0); 
cp{(p{x)) = 0 ； tp(<p(x)) = (p(x). 

【 209 】若 /Cr) = 求 / [/Cr)] ， /{/[/(*r)]}. 

1 — X 


解 /t/Cr)] 


\ — X 


1- 


1 -- 

X 


\— X 


/ { yr / u )]} 


r Fi ) 


【 210 】设 /,,Cr) =/(/( … /Cr))) ， 若 /Cr) 求 


fnU ). 


解因为 / 2 (2) =/(/U)) 


•(: r) 


l+/(x) 


X 


x 


1 + 


l + 2 x J 




假设当 n = & 时， AU ) 
则当 „ = 6 + 1 时， 


l + kx' 


/hi ( 了） 


i + 


l+fer 2 


l + (々 + l):r 2 


1 + &: 


从而由数学归纳法知，对任何自然数〃均有 : 





/ n ( x ) 


X 


v 1 +nr 2 


【211】若 /Cr + 1) =/—3 x + 2, 求 /( x ). 

解因为 /Cr + 1) = x 2 ~ 3 x + 2 

= (: r + l ) 2 -5 (x + l )+6， 
所以 /( x ) = x 2 — 5 x + 6. 

12121 若 /(x + 全 ) =x 2 +A (卜 1>2 )，求 f(x) 


解 


因为/卜+去 )=( 尤 + 士) 2 — 2, 


所以 


/ U ) =^-2. 


【213】若 /(D = x + / TT^Cr > 0) ,求 fix ). 


解 令 


X 


，则1 =丄.所以 


/⑴ = » + (+) Q > 0 ) 


l + vT+7 


fix) 


_ i + yi + x 2 


X 


【213.1】 若 /( 点 )= 0 ： 2 , 求 /Cr) 


解 令 


x 


X + 1 


即 


1- 


X+1 


X 


1- 


-1 


1- 


所以 


因此 


，⑴ =( 占 ) 


fix ) 


x 2 


(1- x ) 
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. 函数的概念 


第一章 ： 分析引论 


证明下列函数在所示区间内是单调递增函数 (214 〜 217). 
【 214 】 fix) = x 2 (0<x<+oo). 

证当 aSaSO 时， 

/(X 2 ) —/(Xi) = x| — Xi 

= (工2 —工 1 ) (工 2 + 工1 ) 〉0， 

即 /(x 2 )>/(x,). 

故 fix) = x 2 在 [ 0 , +~) 内是单调增加函数 • 

【 215 】 fix) = sin x (—号 号 ). 


证当一号时， 

— 互 〆 工1 +工2 〆 JL 

飞、 ~2 ~、飞 

n ^ X Z — X X / 7 T 

所以 cos ^|^> O f 

sin 2 ~〉 0 ， 

故 /(工 2 ) — /(工 1 ) = siar 2 — siari 

O X 2 -\-X\ . X2 — Xi .. A 

= 2 cos — 2 — sm — 2 —〉 0, 

因此, / Cr > = siar 在[一号，号]内是单调增加的函数. 

【 216 】 fix) = tan x (一 号 < 工 < 号 ) • 

证因为 

fix 2 ) —/( xi ) = taar 2 — taari 

__ siar 2 一 siari = siar^cosj：! — siari cosx 2 

COSJ：2 COSXi COSXi • COSXz 


sin(x 2 —xi) 

COSX] COSX2 
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而当一号< & o 2 时， 


所以 


sin(x 2 — xi ) 〉 0; cos^i > 0; coso: 2 〉 0. 
/( x 2 )-/( or 】）>0. 


因此 /Cr) =taar 在区间卜内是单调增加的函数. 


【 217 】 f ( x ) = 2 x~h sin x 
证因为 


(—oo < x <-f oo). 


而 


f (工 2 、 —/( 々 ）== 2 ( o：2 — J ： i) + siar 2 
I siar 2 — siari | 


siarj 


2 cos 


^ 2 sin — 


2 


sin 


<2 


所以当 A < x 2 时， 


一 (x 2 — T] ) < siar 2 — siari <C.x 2 —Xi 

f ( 工 2) ~ f(x \) = 2 (j : 2 — Xi) + sina：2 — si 


siriri 


> ( x 2 — ) > 0. 


即 fix ) = 2 :r + siar 在 (一 oo , + oo ) 内是单调增加的函数 • 

证明下列各函数在所示区间内是单调递减函数 (218 〜 220) 
【218】 fix ) = x 1 (― oo < x ^ 0). 

证因为当 Xi < x 2 <0时， 

/( 工 2) — f(X\) = (x 2 — X\){X 2 + 工 1) <0, 

所以 fU ) 在 ~ oo <> z < 0 内是单调减少的 函数. 

【219】 fix) = COS X (0<JC<7T). 

证因为 


/(X2 ) — /(xi) = COSX 2 — COSXi 

=-2 sin ^ 丑 sin 乜 


当时， 
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3. 函数的概念 第一章分析引论 


0<£ ^ <7r;0< ^ ? T^ < r 

于是 sin > 0 ,sin > 0, 

从而 /(々）一/(々） CO . 

即 fix ') = COS7T 在 [0,7T] 内是单调减少的 函数. 
【220】 fix ) = cotr (0 < : r 〈 tt ). 


证 / Cr 2 )-/( X 】） 




siar 2 siru：i 


_ CO & T2siari — cosxisiiu：2 = sin(xi — xz ) 
sinxi • siiu：2 siari siar 2 • 

当 OCH <： T 2<7 t 时， 

% 

sin(xi — x 2 ) <0 ， 
siari > 0, siar 2 > 0. 

从而 / Cr 2 )—/( a )<0， 

即 fix ) = cotr 在 0 < a : < 7 T 内是单调减少的函数. 
【221】研究下列函数的单 调性： 

(1) fix ) = cue + b ; (2) f ( x ) = ax 2 +&c + c ； 

ax -\-b 


(3) fU ) = x 


(4) fix ) 


cr + , 


(5) fix ) = a x (a > 0). 

解 （1) 当 a <: r 2 时， 

fixz ) — /( xj ) = a (, x 2 — « ri ) ， 

所以当 a < 0 时， / Cr ) 是减函数，当 a > 0 时, / Cr ) 是增 函数. 
(2) /U)=a(x + ^) 2 +^ i ^. 

我们讨论两种 情况： 

情况 l.a > 0时，函数在(一 oo ，一 去)内单调减少，在 
(一 去， + M ) 内单调增加 • 
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情况 2 .a < 0时，函数在 (_ oo ，一 ^内单调增加，在 
(—去， + oo ) 内单调减少 • 

(3) 当:^ 0 2 时， 

/(j：2 > — /( 工 1 ) = x\ —X 3 1 
= (X 2 —X\)(jC 2 +X1X2 + 工 ! ） 〉 0 ， 

因此，/(工） = X 3 在 (_oo, +00) 内单调 增加. 

(4) 若 c* = 0, 则 fix) = 与⑴一样讨论 • 


若 c 尹 0,则 /(^) 


, d 
o — a — 
_ c_ 

cx^rd " 


情况 1. 当 b > a 七 时， / Cr ) 在 ( 


f ) 及 


C 


，+ 


) 内单调减少. 


情况 2 . 当 b < a 士 时， / Cr ) 在(一 OO ，一 ♦) 及 

卜 f ， +oo) 内单调增加. 

(5) 因为， 

所以当 A <x 2 时，若 0 < a <l, 则 

即 / U 2 )</(々）， 

若 a > 1，则 

即 fUz ) > /U ) ， 

因此当0 < < 1时，/( X )为(一 CO , + oo ) 内的减函数.当 a > 1 
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时， /(: r ) 为(一 00 , + oc ) 内的增 函数. 

【222】不等式能否逐项取对数？ 

解 不一定可以，只有当底数大于1时才可以.因为，当底大 
于1时,对数函数为增函数. 

若底数介于0与1之间时，对数函数为减函数，所以，此时不 
能逐项取对数. 

【223】设 0: r )，0 Cr ) 和 / Cr ) 为单调递增函数，证明:若 

<p(x) ^ /(X) < ip(x) ♦ 

贝！1 < pl < p ( x )3 < /[/(:)]< 

证 因为对 X 。 有 

<p(x 0 ) ^ /(X。 ） < 0( 工。 ） ， 

由此及 < pU )^ U ), f ( x ) 为单调增加的，我们有 

9(9<>。>) </( 〆 々)） </(/( x 。)） 

《 #(/ Cr 。)） < < p (,( p ( jc 0 )). 

由 x 。 的任意性，我们有 

(picpix) ) ^ /(/(:))< 0(0(^)). 

求反函数 x = V ( y ) 及其存在域，如果 (224 〜 230). 

【224 】： y = 2 x + 3 (- oo <； c <+ oo ). 

解 反函数为 X = ，其定义域为 一 oo < y <+ co . 

【 225 】 y = x 2 ； 

(1) — 00 < x ^ 0 ； (2)0<«r <+oo. 

解 （1)工=— 0<： y <+ oo ; 

(2) x = Jy O^y <4 - 

【 226 】 y = 1 丁 : (x 7 ^—!)• 


解 



1 — -V 

1 +y 


y ^— l - 


【 227】 ：y = yr=^ 

(1) - l < x <0； 


(2) 0< x<L 
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解 （ i)j ：=—y 
(2) X = V \ —y 

【 228】 y = shx 

其中 skr = 音 (〆 一 e- T ) (― oo <； x <+ °°). 

解 由 2;y =〆 一 e- 1 ， 

即 （ e") 2 — 〗，一 1 =0, 

所以 e i = h±^ZS = y+y?n ， 

即 x = in(^ + \/y + 1 ) (一°° < y <+°°). 

【 229 】 y=tha: 

其中 tKr = ^ ~ (― °°<x<+oo). 


解 


由于 :V 


e " - e^ x 
^ + e" x 


e ^-1 

e ^ + T 



两边取对数得工 = arcth：y = yin 如土 


注意到 A > 0, 所以 f±2 > o .即一 i y < 1, 因此定义域为 

1—：y 

- 1 < 3 ^ < 1 .. 

[x 若 一 oo<:r<l; 

【 230 】 y = \x 2 若 l<x<4; 

[2 J 若 4<:r<+oo. 

f y 若 一 °°< ： y<l ， 

解 工 = '6 若 l< ： y<16, 

Jog23^ 若 16<^<+°°. 

【 231 】函数 /(x) 定义于对称区间 ( 一 /，/)• 

若 /(—X) = /Or) ， 则称 /Cr) 为偶 函数 . 



_ 3 •函数的概念第 ij ■章;分析弓1论 

若 /(— X) =—/02 ： ) ，则称 /(0 ： ) 为奇 函数 . 

确定下列已知函数中哪些为偶函数，哪些为奇函数？ 

(1) fix) = 3x — x 3 ； 

(2) /Cr) = v^(l-x) 2 + ^(1+x ) 2 ； 

(3) f(x) = a x (a > 0 )； 

(4) f(x) = In ； 


(5) fix ) = in(x + vl + j : 2 ). 

解 （1) 因为 

f (— x ) = 3 (— x ) — (— x ) 3 =— (3 x — x 3 ) 
=一 fix ), 

故 /( x ) = 3 x — x 3 为奇函数. 

(2) 因为 

/(—:) = 4(1 +x) 2 + 夕 （1 -x) 2 = j\x), 

所以 fix ) = ^( l - x ) 2 + y(l +•: r ) 2 为偶函数. 

(3) 因为 

f (— x ) = a~ J + a ( j:) = a x -\- a x = /( x )， 
所以 fCr ) = 为偶函数. 

(4) 因为 


/(—x) = In 


1 — ( 一 J ) 

l + (- x ) 



=— fix ). 


所以 /(x) = lug 为奇函数 . 

(5 ) 因为 


/(-x) = ln(-x+ 71 + (-^) 2 ) 

=In (—x+ yi+x 2 Kx+ /r+?) 

(*r + \/l +X 2 ) 


=—ln(a* + v 1 + x 2 ) =— fix) , 


所以 /Cr) = lnU+yi+x 2 ) 为奇函数 . 
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【232】证明 :在对 称区间(一 U ) 定义的任何函数 fix ) 均可 
以表示为是偶函数和奇函数的和. 

证因为 /(3 ； )= +/— j) + Y ( ~ x) ， 

容易验证 • ^• y - ) -+ 2 / - ( n ) 为偶函数 / (3 °— 2 /( - m 为奇函数， 

【233】如果存在数 T > 0( 函数的周期——在广义上!）使 
得当 xG E 时, /( x 士 T ) =/(； r ). 则函数 /(: r ) 称为周期函数. 

说明下列已知函数中哪些是周期函数，并确定它们的最小 
周期. 

(1) / ( x ) = AcosXz + BsinXx ； 

(2) fix ) = siar + -|- sin 2 a : + -|- sin 3 x ； 

(3) / Cr ) = 2 tan f — 3 tan f ; 

(4) fix ) = sin 2 x ； (5) /( x ) = siar 2 ; 

鳙 

(6) fix ') = V taar ； (7) fix ) = tanVx ； 

(8) = siar + sinCrV ^). 

解 （1) 因为 

/(x + ^)= AcosA(x + ^)+ BsinA(x + ^) 

=A cosAx +BsiiUr = / Cr )， 

故 / Cr ) 为周期函数，最小周期为 _(A > 0). 

(2) fix ) 为周期函数，最小周期为 2 tt . 

(3) fix ) 为周期函数，最小周期为 6 tt . 

(4) / Cr ) = sin 2 x 为周期函数，最小周期为 7 t . 

(5) 对任何正实数 a ， 均存在 x ， 使 

sinCr + a) 2 # siar 2 1 

事实上，若 a # -/me (n = 1，2,…). 

则当 ： r = 0时，便有 sina 2 ^ 0 = sinO . 
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若 


Vnn (« 为 一 自然数)， 


则当 : r 参 (2^- n )7 r a 

VW7C 


0, 士 1，…）时， 


sin(x + a) 2 sinx 2 . 

因此 /( ： r) = sinx 2 不是周期函数 • 

(6) fU) = 为周期函数，最小周期为 7t. 

(7) 对任何正实数 a, 均存在 x , 使 
tan Vx + a 幸 tan -fx, 

事实上，若 a 爹 {kid 1 Ck = 1,2,…）, 

则取 x = 0, 便有 tan 7a / 0 = tanO ， 

若 a =0br)2 a 为一自然数)， 

则取 x = a = (kn ) 2 ，显然 

tan V ( 是丌 ) 2 + (kn) 2 = tanC/^ir) ^ 0 = tan V (kn) 2 

因此， /Cr) = tan^ 不是周期函数 • 

(8) 因为对任何正实数〜都有 

/(0 + a) = sina + sin(a>/2) ^ 0 = /(0 )， 


故 fix 、 = sinx + sin(a ： y2) 不是周期 函数. 

【234】证明 :对于 狄利克雷函数 

(1 若: r 为有理数， 

^ 10 若 x 为无理数， 

任何有理数都是其周期. 

证设 a 为任意有理数，则当 : r 为有理数时, z + a 也为有理 
数; 当 x 为无理数时 , x + a 也为无理数.故 

.U + a ^ l 1 当工为有理数时， 

Z 10 当 a ： 为无理数时， 

因此 ^(x + a ) = %(^). 

即是任何有理数为周期的周期函数. 

【235】证 明:在 公共集上定义且其周期可公度的两个周期 
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函数的和及其乘积也是周期 函数. 

证设/办），/^^：)为定义在集合£：上的周期函数，乃，了 2 
分别是它们的周期，又设 了为： TmT 2 的公约数，即 
Ti = n x T 9 T 2 = n 2 Tj 
其中勿为正整数，于是 

/] (x + 77 2 Ti) = + / 2 (x), 

设 gl ( x ) = fi ( x ) +/ 2 ( x ), g - 2 ( x ) = /] ( x ) - / 2 ( x ), 

则分别为 giCr ) 和沿 Cr ) 的周期•事实上 

g \ n \ n 2 T ) = /i (x + n 2 T ! ) + f 2 (x + niT 2 ) 

= fi ( x ) + / 2 ( x )» 

发 2 ( jr + 7?1 72 2 T ) = /l ( o ： + T 2 2 T , ) • /2 (x + Hi T 2 ) 

=/ l (:) • /2(工). 

【235. 1】若 / Cr +： T )=-/(: r ) (了 >0)， 函数 / Cr ) 被称为 
负周期函数，证明函数 /( x ) 为以2了为周期的周期函数. 

证 /(x + 2 T ) =/Ux + T ) + Tj =-/U + T ) 

=-[-/( T )] = /( x ), 

即 / U ) 是以 2 T 为周期的周期函数. 

【236】证明 :若对 于函数 fix ) (一 oo < ；r <+ oo ) 有等式 
fU + T )= kf ( x ) 9 (其中 々和 T 为正的常数） 

则 / Cr ) = a > Cr ) (其中为常数，而 〆 : r ) 是周期 为了的 周期函 数). 

证已知々>0,丁>0,令 tz = 々+ >0,则=々，于是 
f(x + T )= a T f ( x) J 
定义= a ~ x f ( x ) , 

则 < pU ) 是以了为周期的周期函数，事实上 

< p(x + T ) = a'^/Cx + T ) = a ~" - a - T - a T fU ) 

= aT 1 fix ) = < p ( x ), 

所以 fix ') = a x < p (, x ) 9 
其中 < pU ) 是以: T 为周期的周期函数 • 
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§4. 函数的图示法 


1 . 作出函数 y = /^:)的图形可用下述 方法： 

(1) 确定函数的存在域 X = U } ; 

(2) 从 X 中选出充分密集的自变数值 A ，: r 2 ，…，心，并作出 
函数: V , =/ U )( i = 1，2,…， 《) 的对应数 值表； 

(3) 在坐标平面 Qr ： y 上作出一系列的点 M , Cr ,，： y ,)(/ = 1， 
2 ,…，〃)，并用线将其连接起来，此连线的性质即可认为是许多中 
间点的位置. 

2 . 为了获得函数的正确图形，应该研究这个函数的一般 
性质. 

首先必须 〆 1 ) 解方程 /( x ) =0,求出函数图形与 Qr 轴的交 
点(函数值为零的点）； 

(2) 确定函数为正数或为负数时，自变数的变化域； 

(3) 尽可能地说明函数单调(递增或递减）的 区间； 

(4) 研究当自变数无限接近于函数存在域的边界点时函数的 
情况 • 

在这一节要求读者知道最简单的初等函数——幂函数、指数 
函数、三角函数等的 性质. 

利用这些性质，无须作大量的计算工作，就可画出许多函数的简 
图，其他的图形有时就是这些最简单图形的组合(和或乘积 等). 

【237】作出线性函数: y = ar 在 a = 0;"|•山 2; — 1时，的图形. 



237题图 
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【238】作出线性函数: y = ：r + 6,当6 = 0，1,2, — 1时的 
图形. 



(l)：y = 2x + 3 ; (2) 3^ = 2-0. lx ； (3) y =-^-\. 



【 240 】 铁的线性温度膨胀系数 a = 1.2X10-" ，作出适当尺 
度的函数图 

I = /(T) (- 40°<T< 100°) ， 

其中 了表 示温度(以度计), Z 表示当温度为了时铁棒的长度.设当 
T = 0 。 时， Z = 100 厘米. 

解铁棒的长度与温度的关系为 
L = / 0 (1 +aT). 

当: T = 0时,/ = 100,代人上式得 Z。 = 100,于是 
/ = 100(1 + 1.2X10^7). 

如240题图所示(两轴单位不同） 
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【241】两个质点在数轴上运动，第一质点在时间《= 0的初 
始时刻位于坐标原点左方20米处,其速度切=10米/ 秒; 第二质 
点在 Z = 0时位于原点 O 之右方30米处，其速度的= 
一 20米/ 秒； 作出这两个点的运动方程图，并求出它们相遇的时 
间和位置. 

解 二质点运动的位移与时间的关 系为： 
s = 10 t 一 20,5 = — 20 r + 30. 

解上述方程得： 



即二质点在开始运动后1 1 ■秒,在原点左方3 +米处相遇，运动方 
程的图形如图. 


241 题图 

【242】作出以下二次有理整函数的图形(抛物 线）: 

( 1 ) 当“ =1，+，2, — 1时，7 = 02 ： 2 ; 

(2) 当: To = 0，1，2, 一 1 时，: y = (x —xo) 2 3 ; 

(3) 当 c = 0，1，2, 一 1 时，; y = / +(• 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一） 

解 （1) 如242题图1所示 • 



(2) 如242题图2所示. 

(3) 如242题图3所示. 



【243】 将二次三项式 : y = or 2 + &• + c 化为 
尸 yo + aCr — : r 。) 2 的形式，并作出其图形，研究下列 例子: 
( 1 ) y = Sx — 2x 2 ； ( 2 ) y = ~3x-h 2 ； 

(3) y —— x 2 + 2x — 1 ； (4) y = ~x 2 + x + 1. 

解利用配方法得 


y 


«) 


2 , 4 ac — b z 
4 a 


yo + a(x — x 0 )» 


其中 


一 —b _ 4 ac — d 2 

Xo= ~2^ 9yo= ~l^~ 


图形如 243 题图所示 

(1) y = 8a ： -2x 2 =8-2(x-2) 2 , 
— 122 — 




243 题图 


顶点为 A (2.8)， 图形如243题图1所示. 

(2) y = x 2 - 3 or + 2 = (x — 音）_ + , 

顶点为 13( 音， 一+ ) ,图形如243题图2所示. 



243题图1 243题图2 


(3) y =— j 2 + 2 x — 1 =— (x — l ) 2 , 
顶点为 C (1，0)， 图形如243题图3 所示. 

(4) y — 音: r 2 + x + l = +( x + l) 2 + j , 
顶点为 D (- 1，^，图形如243题图4所示. 



243题图3 


243题图4 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



【244】 质点以初始速度 z ；。 = 600 米/秒沿着与水平面成 a 
= 45° 角的方向射出.作出运动轨道的图形，并求出最大的升高和 
飞行的射程(假定 g 〜10米/秒 2 ,空气阻力忽略不计). 

解运动轨道方程为 : y = xtana — 2 v f ^ os 2 a 

这里 a = 45°, t；o = 600 ,g = 10, 

所以 尸 工-盖 5’ 

即 ^ =- 36000 (:r_18000)2 + 9000 - 

当 x = 18000 时，: y 值最大为 9000, 即最大的升高为 9000 米. 
当 x = 36000 时,： y = 0, 即飞行的射程为 36000 米. 

如 244 题图所示. 

作出高于二次的有理 整函数 的图形 (245 〜 248). 

【245】 y = x s + l . 

解 如 245 题图所示. 



244题图 245题图 


【 246 】 y=a-x 2 )(2 + x). 

解当 ：r =士 1，一 2时 ，: y = 0. 

当工 <— 2,一 1<: c <1 时， j >0. 
当 一 2<:c<— 1 及 :r>l 时,: y CO. 
函数的图形如 246 题图所示. 
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4. 函数的图示法 第一章分析引论 



解 : y = 工 2 (1 — 工)(1+工 ) = j — (工 2 — 士）， 

图形关于 Qy 轴对称，与两坐标轴的交点为 

(- 1 , 0 ),( 0 , 0 ),( 1 , 0 ). 

当尤=士¥时，: y = 

此时 A 0 f , P 及 ) 均为图形上的最高点. 


当 0<；T< 令时，曲线上升. 


当| <： T <+ a 时，曲线下降. 

图形如247题图所示. 

【248】 y = xia — xY {a -\- x) z (a > 0). 

解 当 : r = 0，<2, _a 时 ， jy = 0. 

当: r 〉 0 及 x a 时，； y 〉 0. 

当一 cz < x <0 时 ,： y < 0, 图形如 248 题图所示. 



248题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一） 

作出线性分式函数的图形(双曲线 )(249 〜 250). 
12491 y = K 
解如249题图所示. 



249 ■[图 


12501 ^ = 





即 州=击. 


图形的对称中心为(一 1, _ 1 ) ,如250题图所示. 



2501■图 



【251】 


将线性分式函数 : y = 


鵠 (ad -6^0，# 0 )， 


化为 : y = y 。 + 一的形式，再作出其图形，并研究下例 :: y 

X — Xo 
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_4. 函数的图示法 [ ■析弓 I 论 

_ 3工 + 2 

2 x — 3 


解 


_ ax +& 
y cx -\-d 



其中 x 0 = ~~^yo = f ， 
图形如 251 题图 1 所示. 


be — ad 


对于 




有 

图形如 251 题图2所示. 




【252】当压力办=1大气压时,气体占有体积 V 。= 12立方 
米，若气体的温度保持不变，作出气体体积 V 随着压力变化而变 
化的图形(波伊尔-马里阿特定律). 

解当温度保持不变时，气体体积与压力成反比，即 
po = C (其中 C 为常数 )• 

当 po = 1时，你=12，故0 = 12•所以，抑=12,图形如252 
题图所示. 
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4 隹奇数学分析习题全解 (一 



2 S 2 题图 253题图 


作出下列有理分式函数的图形 (253 〜262〉. 

【253】 3^ = ^ + - (双曲线) • 

0C 

解 将 } = 1 及 : y = j 的图形迭加所得如253题图中粗实 
线所示. 

【254】 y = x 2 -{-^ (牛顿三次曲线>. 

解 由 : y = y 及 : y = i 的图形迭加所得如254题图中粗实 

0C 

线所示 • 


【255 】 y = x 


+ ?• 


解由 y = x 及 : y = _ 的图形迭加所得.如255题图中粗实 


线所示. 



254题图 


255题图 



. 函数的图示法 第一章分析引论轉 

【256】 y = Yh ? (安叶泽曲线 )• 

解图形关于 C ? y 轴对称，且 : y > 0，即曲线位于 Qr 轴上方. 
最高为(0，1).当 x 的绝对值无限增大时，: y 值无限变小.图形以 
Or 轴为渐近线.图形如256题图所示. 


[2571 3^ 


解因为 


二 2工 

一 1+x 2 

2(—x) 

1 十（― 0：) 


(牛顿蛇形线). 
_ 2 x • 


所以，图形关于原点对称.又 | ^2 


<1， 


所以一 l <： y < l , 
当 x = 0时， ：y 


0;:c = 1 时 ， y = l;x =— 1 时 ，: y 


=— 


当工>0时，: y >0; 

当 0<: r < l 时，曲线上升，当: r > l 时，曲线下降，图形以 Qr 
轴为渐近线.如257题图所示. 




2 S 6 题图 


257题图 


【258】 y = Y ^- 

解图形关于 Qy 轴对称，且过点(0，1) ' 

当0 < a : < 1时，及 : c > 1时，曲线上升. 

当 x =士 1时,: y 无意义 , :r =士 1为曲线的渐近线,3； = 0也为 
曲线的渐近线，如258题图所示. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 





259題明 


解图形关于原点对称，且经过原点. 
x =士 1,3； = 0为曲线的渐 近线. 

在 (0,1) 及 (1, + CO ) 内曲线上升，如259题图所示. 


12601 y 
解将 :V 




X =— 1，0，1及 y = 0为曲线的渐近线, 


1 -x 


的图形迭加所得. 


【 261 】 


y 


-4 + 


1 x 2 1 — 


X 


m m ^ y = \hc iy= ~i' y = \^-x 

的图形迭加而成.图形关于 Qy 轴对称， 

x =— 1 ，工 = 0 t x = 1 

及 y = 0 9 

为其渐近线，如261題图所示. 












• 函数的图示法 第一章 分析引论 


【262】 


解3^ 


( x + l )( x -2) 
( x - l)Cr + 2). 


x 2 + x — 2 

! 4 1 

3 x + 2 


2 x 


Cr + 2) Cr - l ) 


x — 1 


图形是由: y = l，：y 


x + 2 


Ry 


X — 1 


的图形叠加 


而成 • 


特别地 x =- 2 9 x = l , y=l 为其渐近线，如262题图所示. 



2621 ■围 


【263】将函数 : y 




kx -{-171 


的形式，作出其简图，并研究 J 


/-41 + 3 
x +1 . 



Q ^x_ a\b-ab 


\{ a\b — cJb \) 


M I 


(-!；) 




其中 


k = [， m 


a\b — ab 


J：o 






a\b — abi ) 


图形由尸心及尸 ☆ 的图形迭加而成’如 263 题图 i 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


中的粗实线所示. 



图形如263题图2中的粗实线所示. 

【264】质点与引力中心相距 a :, 设当 x = 1米时，引力 F = 
10千克，作出质点的引力 F 的绝对值的图形(牛顿定律). 

解由万有引力定律知 



其中*为常数，当 x = 1时 ， F = 10,于是,々= 0,所以 



如264题图所示. 

【265】根据范德瓦尔斯定律，当温度不变时，真实气体的体 
WsV 及其压力相关的关系式为： 

( P + 含 )(v —6) = c ， 

^ a = 2jb = 0. l 9 c = 10,作出函数 p = p ( V ) 的图形 • 
m 由于多 = ^1— I ’ 

其图形是由及/> | 的图形叠加而成，如265题图 

所示 • 





4. 函数的图示法 I 第一章分析引论 



作出以下无理函数的图形 (266 〜 273). 

【266 】 ：y =± V—X — 2 (抛物线). 
解 y =-(x + 2)， 如266题图所示. 



解 y = x 3 , 如 267 题图所 示. 

【268】 y=±\ v /100- x 2 (椭圆) • 

解 + € = 1 ，如 268 题图所示. 

【269 】 ：y =± (双曲线) • 

解 x 2 - y l = 1, 如 269 题图所 示. 
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吉米多维奇数学分析习题盡薛(一) 



即 • r =- l + T ^ ? . 

将 : r = 的图形向左平移一个单位，即得如270题图所示 

(-1<工<1). 

【271 】 y =± o : >/1。6 — a : 2 • 

解 当 x = 0, 士 10时， 



270题图 271题图 


【272】 ： V = 士尤^(蔓叶 线). 
—134 — 




解 


10-x 


• 函数的图示法 第一章分析引论 


定义域为0 < X < 10. 


如272题图所示. 


【273】: y =± 

解 y =士 716 — （ x 2 — 5) 2 ,定义为 1 < x 2 < 


【274】作出幂函数 : y 
6…时的图形. 

解 （1) 如274题图 


r 5 l 作出幂函数 : y = x ” 当：（1)«=—1，一3;(2)；1 = 
4时的图形. 






吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


择 （1) 如275题匿 


■ 4 1 






275题图1 27 S 题图2 

(2) 如275题图2所示. 
c：y= ^ tDiy= '?' 

【276】作出根式 ; y = 当：（1) m = 2,4；(2) m 

的图形. 

解 （1) 如276题图1所示 • 

(2) 如276题图2 所示 • 




__ 4 .函数的图示法 I 第一章:分析引论 

(5) m = 3, 是 = 4; (6) m = A 9 k = 2 ； 

(7) m = A 9 k = 3. 

作出根式 y= V的图形. 

解 （1) 即7 = /?的图形，见276题图 1. 

(2) ：y = x vS 7 , 见277题图 • 

(3) y = G， 见276题图 2. 

(4) y = #，见277题图. 

(5) ：y 二 见277 题图. 

(6) ：y= VT^r， 图形关于 Qy 轴对称，见277题图 • 

(7) ^ = #，见277 题图. 

【278】 作出指数函数: y = 〆 ，当《 = |,l ， 2 ， e,10 时的 
图形. 

解 如278题图 所示. 




277题图 278题图 

【279】 设 

(1) = x 2 ? (2) yi =—x 2 i 

<3) = 士； (4) = p ? 

(5) =— A ? ⑹: yi = 

作出复合指 数函数 y = 0 的 图形. ， 
ft ? (1) 如279题图1 所示. 
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吉米多维奇数学參析习题全解 ( e ) 


(2) 如279题图2所示 • 



(3) 如279题图3所示. 

(4) 如279题图4所示 • 



(5) 如279题图5所示. 

(6) 如279题图6所示. 






通 

~o 

279题團4 
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4. 函数 的图示法 第一 章分析引论 

【2801 作出对数函数 ：y = lo&x, 当 a =如 2,e,10 时的 
图形_ 

解如280题图所示. 



【281】 作出以下函数的图形 

(1) 3^ = ln (— x ) ; (2) y =— lar . 

解如 281 题图所示. 

【282】 作出复合对数函数 : y = ln ：^ 的图形，其中设 

(1) yi=l +: 2 ; 

(2) 3 ^i = Or — l)Cr — 2) 2 Cr -3) 3 ; 

(3) yi = yq -^; (4) y x = ^5 (5) y \ = 1 + e ' 

解 （1) 图形关 Qy 轴对称，如 282 题图 1 所示. 

(2) 定义域为（一 oo 3 l ) U (3, + ~)，图形是 ：y = 
In I x — 1丨 ，：y = 21 n I x — 2丨及义= 31 n 丨 : r 一3 I 的图形的叠加， 
如282题图2 所示. 




282题 S 1 


282題图2 
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_? 多维奇数学分析:%解 (一 ) I _ 

(3) 定义域为(一1，1)，当 x = 0 时 ，: y = 0，: r = l，x = — 1 为 
渐近线，如图282题图 3. 



(4) 定义域为 x 关0,图形关于 Qy 轴对称，当: r =± l 时,7 = 
0,如282题图4所示. 

(5) 如282题图5所示. 



【283】 作出出函数: y = log .2 的图形 • 

解定义域为 : T > 0，且关1,如283题图所示. 
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. 函数的图示法 


第一章分析引论 


【284】作出函数 : y = Asinx 的图形(当 A = 1，10, — 2 时). 
解如284题图所示. 



284题图 


【285】若 X 。=0，号，号, 穿， 71，作岀函数 y = sin ( x — x 。） 的 

图形. 

解将 y = 的图形向右平移 f 即得所有图 
形，如285题图所示. 



285题图 








吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



286 题图所示 . 




286题图 


(1) ^ = sinx; 


(2) y = sin2x ； 


( 3 ) y = sin 3 x 


( 4 ) 3; — sin —x 


( 5 ) y = sin yx. 

【 287 】将函数 ：y = acosj ： + 6siar 化为下式的形式 
■y = Asin(x —x 0 ) 

再作出其 图形 . 研究下例 : ：y = 6co&r + 8sinr. 

rsr ~~:~ nr ( (X •一 i 0 \ 






siar 


由于 


a b 


且 




a 2 +b 2 



sinxo 


COSXo 


b 


① 


于是 


Asin(x — xo) 


其中 A= y^TW+6 2 关 0),1 。 适合 ①式 . 

我们可以这样作 : y = AsiTiG — 々） 的图 形 : 先 把正弦曲线 : y 
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. 函数的图示法 


第一章 mmm 


= siar 沿 Qr 轴平移丨 ： r 。 |个单位(若 o :。 >0,则向右平移;若 x 。 
<0,则向左平移），然后再从纵轴方向拉长 A 倍(若 A <1， 则压缩 

士倍). 

对于 y = 6 cosx + 8 sinr，A = \/6 2 + 8 2 = 10， 



287题图 


作出以下三角函数的图形 (288 〜 297). 
12881 y = cosx . 

解如 288题图所示. 

【 289】 ：y = taar. 

解如 289题图所示. 



289通图 


288题团 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 

1290] y = cotr. 


y 


解如290题图所示. 



L2911 y — seer. 
解如291题图所示. 
【292】 ：y = cscr. 

解如292题图所示. 


yk 





n \ 

\r\ 

°4 



292题图 


【293】 3 ； = sin 2 x. 



\ 

J 



r\ 


0 

-1 

r\ 



291题图 



解图形关于 Qy 轴对称，且 y > 0,如293题图所示. 
【294】 y = sin 3 x. 

解如294题图所示. 
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4. 函数的图示法 第一章分析引论 



I295J y = cot 2 二 
解如295题图所示. 



【 296 】 ：y = siar • sin3x. 

解 y = sinx • sin3x = 士 cos2:c — ^cos4r， 

图形关于 Qy 轴对称，将: y = +cos2*x 及: y = —士 cos4x 
的图形叠加即得所需的图形，如 296 题图所示. 



296題图 
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:米多维奇数学分析习题全解(一) 


【297】 3 ； = 士 y / cosx . 

解函数的定义为 

2kn —号 ^ x ^ 2是兀 +晋 Ck = 0, 士 1，…）， 

函数是偶函数，且以 2； t 为周期的周期函数.所以图形关于 Qy 轴对 
称，如297题图所示. 



297题图 


作出以 下函数的图形 (298 〜 310). 

【 298】 jy = siar 2 . 

解图形关于 Qy 轴对称，又 /( 土 7^) = 0, 

并且 lim(\/(n + l )7 r — -/ rviz ) = 0, 

故，曲线^轴的相邻交点的相互距离所成序列的极根为0,如 
2犯题图所示. 



298题图 


【 299】 ：y = sin 士 . 

解 一 1 <：V < l.mimy = 0 ，：y = 0为渐近线.函数为奇函 


_4 - 函数的图示法 I 第一章分析引论 

数，故图形关于原点对称. 

当 x 由 + oo 减少到 | 时，士由0增大到号，所以: y 由0变到1， 
当 I 由 | 减小到嘉时,则士由号增大到 f ,： y 由1减少到 一 1，当 x 
=- 时，: y = 0. 总之，当 o ： 无限接近 0 时，函数在 _1 与 1 之间摆动， 

7T 

并且凝聚于0点，而在 X = 0点函数没有定义，如299题图所示. 


iy 



【 300】 ：y cos } 

解 一 = oo ， 

当工= 2 ^ 1 ^ = 0, 士 1，士2,…）时，: y = 0. 函数是奇函数， 

图形关于坐标原点对称.而在点 x = 0,函数: y 没有定义. 

当 x > 2时，: y 单调增加. 

当: r 无限接近0时,函数作无限次衰减摆动，并凝聚于0点. 
如300题图所示 



300题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解 _ 

【 300. 1 】 y = sinx ； sin —. 

oc 

解见 286 题图及 299 題图. 

【 301 】 ：y = tan —. 

x 

解函数为奇函数，图形关于 Qy 轴对称. 

当文=" I ■(走=士 1，±2,…）时 ， y = 0. 

当工= 0及 z 时，函数没有 定义. 

直线 : T = 0及工= = 0, 土 1,…）及图形的渐近线. 

图形凝聚于 O 点. 

当工>0时，7〉0，且7-^0(尤-*+00)，7 = 0为图形的渐近 
线，如301题图所示. 



x 


解图形关于 Qy 轴对称，且 | ：y |>1，当 



{ k+ ih 


(是= 0, 士 1, 士 2,… 


) 


时，函数没有定义. 
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( 々 ++) 71 ' 
为图形的渐近线. 当工由 + oo 变到 | 时，士由。增加至号。由 i 

增加至 +00 .且 y 4 1 ( 当: r+f OO 时），所以 J = 1为图形的渐近 
线，如 301.1 图所示 • 



301.1 题图 


[3021 y = j：(2 + siii + ). 

解先考虑 : y = isin 1的图形，因为: y 为偶函数，故图形关 
于 Qy 轴对称 • 

当 x = j 2 k ^ V^ k = 0, 士 1，士2,…）时 ，: y = ( — \) k x \ 

当 :r = =士 1，土 2,…）时 ，; y = 0; 

当 x > l 时,: y 单调增加，且有 

7T 



所以 y = X* sin ^ 的图形如302題图1所示. 
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【303】 ：y =土 Vl — x 2 sin —. 

JC 

解图形关于原点及 Or 轴 , Qy 轴均对称.定义域为 

(x^O) 

故图形位于圆 X 2 +/ = 1内，且当 
x = -^ ik =士 1，士 2，”*) 

时，: y = 0, 如 303 题图所示. 



303雇围 


|：304 】： y = ^ 
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解图形关于 Qy 轴 对称. 且 lim：y = 1 , lim ^ = 0 ， 由于| ：y | 
< 丄 ，故图形位于 ：y = 丄及 : y =— 丄之间，当 I = 々7 T 时 ，: y = 

X X X 

0( 务=士 1，土 2,…），如304题图所示 



304題图 


13051 y = e ^ co & r . 

解由 一 ，故图形夹在: ysf 及 ： y =— / 之间. 

当 x =卜 + 士)兀(灸= 0, 士 1，士 2,…）时 ， ：y = 0. 

当 : r = 2 kizik = 0, ± 1—) 时，>» = 一. 

当 ： r =⑵+ l)7t (是 = 0, 士 1 ， …〉 时， y =— d ，如305题图所示. 



305题图 

【306 】 ：y =士 V sinxr . 

解函数的定义域为 

2 k ^. x ^. (2^ + 1 ) (灸= 0, 土 1 , 士 2,…） 

且 一 2= < ：y < 2' 即函数的图形位于 ：y =— 2■-与 : y = P 之间 








306 题图 


rom cosx 

【 307】 ：y = 

解图形关于 Qy 轴对称.又图形位 

于^ = — 之间- 

当 x =走兀 +~^71 时，(々= 0, 士 1，士 2 ,…)； y = 0. 

当 x = 2是兀时，（是= 0, 士 1，•••)》= 

当 x = (2々 + 1)丌时，（灸= 0, 士 1 ，…): y =— ^― p -^2, 

且 :V = 0为图形的渐近线，如307题图所示. 
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307题图 





4. 函数的图示法 第一章 | 分^弓 I 论 

【 308】 jy = ln(co&r). 

解函数的定义域为 

[2k-\y<jc<{2k + \y 

Ofe = 0, 士 1, 士2,…）, 

且函数是仏为周期的周期函数 

在区间(一 f ， 0) 内,: y 单调增加，且: y<0. 

在区间 (0 ,f ) 内，: y 单调减少，且: y <0. 

最大值为 IncosO = 0. 

工 = (2 A 士+卜为图形的渐近线，如308题图 所示. 



【 309 】 ：y = cos(lar). 

解 定义域为 (0，+oo)， 

当： r = e (2m> 2 = 0, 士 1，士 2,…）时，： y = 0， 

当 x = e 2h( (k = 0, 士 1，士 2,…）时， y = 1， 

当： r = e (2 ^ 1>x ( 务= 0, 士 1，士 2,…）时， ;y =—1. 

图形始终在直线: y =— 1和: y = 1之间摆动，而且越靠近原 
点，摆动越密，如309题图所示.（两轴所取单位不一致） 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (一) 



【 310】 ：y = e 击 . 

解函数的定义域为 

(々= 0, 土 1，土2,…）， 
且 : y 〉 0. 函数是以 2 tt 为周期的周期函数. 

当 0< x <>| 时,: y 单调 减少. 


当 f < o ; < it 时，: y 单调增加，又 … 



: yle f =e 为函数: y 在区间 (0,7 t ) 内的最小值.当工由 tt 变到¥时， 

: y 由 0 增加到+，而当 x 由夸到 2n 时，: y 由 i 减到 0 ， 如 310 题图 
所示. 
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310题图 










4. 函数的图示法 第一章分析引论 


作以下反三角函数的图形 (311 〜 
【 311 】 y = arcsiar. 

解如311题所示的@曲线段 
【 312 】 y = arccosx. 

解如312题所示的曲线段 


322). 



【 313 】 y = arctaar. 

稱 定义域为一 oo < z <+ oo , 且一•|<3； < 号，3； = ±号. 

为图形的渐近线，如313题图所示. 

【 314】 y = arccotr. 

解0 < ：y < ； r，：y = 0 ，：y = tt 为图形的渐近线，如 314 题图 
所示 • 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一） 


【315】 


y 


arcsm 


x 


解定义域为(一 oo , 一 1] U [1,+ w ) 函数关于原点对称. 
当1 < ：T <+00时，由于 i 单调减少, 所以; y 也是减函数.且 

0 C 


lim sin 丄 = 0, 即: y = 0 为图形的渐近线，如 315 题图所示. 


ky 



31 S 题图 


【316 】 y = arccos —. 

00 


解定义域为 (_ oo , —1] U [ l ,+ oo ). 当 l <« r <+ oo 时, 
单调减少.: y 由0增加至 f ，当 一 oo < *r <_ 1时，: y 由 f 增加 


M Tt . ^ = f 为图形的渐近线，如316题图所示. 



316题图 


【317】 


y = arccot — • 

x 
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_ 4. 函数的图示法 第一章分析引论 

解定义域为工# 0. 图形关于原点对称. 

当工 > 0时，由于I是单调减函数，所以: y 是减函数.且 



所以: y = 0是图形的渐近线，如317题图所示. 



317 题图 


【 318 】 y = arcsin(siar). 

解当 一 号<工<号时， arcsin(sirur> = i •故 

• •• 

当一号 <0：<号时，: y = :r. 

当号 时，: y = 7t-x. 

当警 < I < 穿时，: y = 27T — X. 

—般地， 

当一号 + 2々7 t < 0： < 号 + 2是 7 T 时，= JT _ 2^71. 
当号+ 2 ^<：!：<警+ 2 是兀时， 

y = (艽一工）+ 2 kn (是= 0, 士 1，士2，".）. 

如318题图所示. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (—0 



318厘图 

I319J y = arcsin ( cosjr ). 

解 由定义有 
smy = cosxt 

且 一 

因此当 一 tc < j ：<0 时 ，: y = f 

当 0<: c <7 r 时 ， y = •—二 

并且: V 是以 2 tt 为周期的周期函数，所以 
当(2々一1)7^<1<2化时， 

y ~ ( 号十 * 27 )— 2 ^^ 

当 2/ bc <： r <(2 ifc + l )7 c 时， 

y = — xj +2^7 c (是= 0, 士 1，士 2, …）. 

如319题图 所示. 
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319题图 




_ 4. 函数的图示法 I 第一章分析引论 

【 320】 ：y = arccos(cosx). 

解由反余弦函数的定义有 
cos^y = cosx. 

且 0 < ：y < 丌， 

故当 0 <x< 7 T 时 ，: y = ： r. 

当 一 7 T<X< 0 时， ） =—X. 

一般地当 ( 2 A —l) 7 u<:c< 2 ibr 时， 
y =— (x — 2kiz) =— x-\- 2kiz. 

当 2 ;br<:r<( 2 * + l) 7 r 时， 

y = x~2kn ( 々 = 0, 士 1 ，士 2,…) • 

如图 320 题图所示 . 



【 321 】 ：y = arctan(taar). 

解由反正切函数的定义有 tanjy = taar 

且 一号< ^ <号， 

所以当 一 f <:r<f 时 ,: y = :r ; 又 : y 是以 tt 为周期的周期函数 , 

所以当 一 时， 

y = x — kn (A = 0, 士 1 ，土 2，“.）. 

如 321 题图 所示 . 
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习题全解 I 



【322 】 y = arcsin (2 sinx ). 

解 由定义有 sin：y = 2 siar 且一< ：y < f 函数的定义 
域为 G 「一 f + h ，|+々7 cl , 如322题图所示. 

k^-oo O D 


( 1 ) = 1 


X 


(3) % 


x 



► 

X 


(2) 外 


2x 


1+x 2 


解 


1+， 

(1) 定义域为 [0,4] 


(4) ^ = e". 


当 0< x <2 时,: y 由吾减少到0,而当 2< x <4 时,: y 由0 


减少到 一 | •，如323题图1所示 • 

(2) 定义域为(一 oo ，+ co )， 图形关于原点对称.当 x 由0增到 
1时，由于为增函数，故由0增加到 f .而当 : r > l 时， 
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_4 - 函数的图 示法丨第一章分析弓 I 论! 

为减函数，故: y 由" I 减少到0,且 : y = 0为图形的渐近线，如323题 
图 2. 



(3) 函数的定义域为彡 0. 当工由 0 增加到 1 时,由 1 

I "T X 

减少到0,故; y 由 f 减少到0;而当 x 由1增加到 +oo 时， g 由 

0减少到 _1 .故: y 由0减少到 一 | •，且 ：y = — f 为图形的渐近线, 
如 323 题图 3 所示. 

(4) 定义域为 (一 oo,0], 当 x 由一~增加到 0 时, e 1 由 0 增加到 
1. 所以: y 由 0 增加到 f ，且: y = 0 为图形的渐近线，如 323 题图 4. 



【 324 】 

作出函数 : y = 

= arctan^i 的图形，设 

⑴:^ 

=X 2 ; 

(2 > 3^1 = 

(3) 3^1 : 

= lnx; 

⑷： yi = . 

sinx 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (夂） _ 

解 （1) 图形关于 C^y 轴对称. 

当 x = 0 时，: y = 0 •当I由0增加至+⑺时，>由0增加至 f 

y = f 为图形的渐近线，如324题图1 所示 • 

(2) 函数的定义域为 x#0. 图形关于 Qy 轴对称.当 r 趋近于 

騫 

0时,+趋于十叫故^趋近于当：由0增至+⑺时 j 由 i 单 
调减至 0,;y = 0为图形的渐近线，如324题图2所示. 



(3) 函数的定义域为(0,+的). 

当 x 由0单调增加到 +OQ 时， lax 由_ oo 单调增加至+ oo .故 
:V由一 f 单调增加到且当 : r = 1时,: y = 0,如324题图（3〉 
所示 • 

(4) 函数是以为周期的周期函数 

当: r 由0增加到号时， J 一由 +oo 减至1，则 y 由吾减至子 • 

L suit L 4 

当 Z 由 f 增加到 7C 时， | 由1增加到+00,则 y 由子增加到 f. 

L sinr 4 L 

当: T 由 7T 增加到#时，-由一 CO 增加到_〗，则 j 由_ j 增加 

S1IUT £d 

到_ I•当: r 由夸 增加到仏时,: y 由一子减至一号，如 324 题图 
4所示 • 
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. 函数的图示法 


第一章分析引论 



324題围3 324題图4 

【 324.1 】 作出以下函数的 图形： 


(1) 尸 

X 3 — 3a: + 2 ； 

(2) ：y = 

x 3 

(l-x)(l+x) 2 

(3) 尸 

x 2 

Ixl-r 

(4) y = 

= 7x(1 - X 2 ); 

(5) y = 

3sin(| + -|)； 

(6) y = 

^ 7 TX 

= COt l+x 2； 

(7) y = 

1 

1-2 *， 

(8) y = 

=lgCx 2 —3x4-2 )； 

(9) 尸 

arcsin (音— siar) 

； 


(10) 厂 

= arctan( x _ 1 + ^_ 2 + x _ 3 ); 

(11) 厂 

=logo* x siar ； 

(12) 3 ^ 

= (sinx) co,x . 


解 （1) 图形由7 = ：1： 3 ,3/=—3工，3^ = 2的图形叠加而成，如 
324.1 题图1中实线所示. 



3211JH 图 1 32^1 题图 2 


(2) 函数的定义域为 x # 士 1. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (一) 


且 


=- 


1 + (l+x ) 2 + (l-x)(l+x) 


y =— 1，工=1，及 


1为图形的渐近线.当 x = 0 时 ,: y 


如 324. 1图2所示 • 

(3) 函数的定义域 * r 关土 1,且 
当 x >0 且: r 參1时， 

X 2 .1.1 


^1 = 工 + 1+ 由， 


当 x <0 且古 _1 时， 


•r 2 


—x + 1 — 


^+1 


故当 *r > 0时，图形由 : y = x +1 及 : y = 叠加而成. 


当： r <0 时，图形由 ：y =— J ： +1 及 : y =— 


叠加而成，如 


324. 1题图3中实线所示. 




324.1 JH 图3 324.1 题图4 


(4) 函数的定义域为(一 oo , — 1] U [0,1], 

当 x 由_ oo 增至 一 1时，: y 由+ oo 减至 0. 

在[ 0 ，真],函数单调增加； 

在函数单调减少，如 324. 1题图4所示. 

(5) 将: y = siru : 的图形向左平移 f 个单位.再沿 Qr 轴的方向 
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_ 4. 函数的图示法 1 第—章 分析引论 

拉长 2 倍，然后再沿 Qy 轴的方向拉长 3 倍，如 324. 1 题图 5 所示. 

(6) 定义域为 x 关 0. 

当: r 由一 oo 增至 一1 时, r ^由0减至一号，故: y 由一 oo 
增至 0. 

当工由 一 1增至0时， 由一 增加到0-，故: y 由0减 
至一 00, 且图形关于原点对称，如 324. 1 题图 6 所示. 



(7) 定义域为: r #0, 且 x 关 1. 

y = 2 ,X = 0 9 jr == 1为图形的渐近线，如 324. 1题图7所示. 

(8) 函数的定义域(一 co ， l ) (J (2,+ cx ,). 

当 i 由 一 oo 增至1时 x 2 —3 :r + 2 由 + oo 减至0 .故: y 由 +oo 
减到一 oo 

当 X 由 2 增至 + OC 时 ， - 3：r + 2 由 0 增加到 +CO .故 3 ； 由 
一 oo 增加到 + CO , 如 324. 1题图8所示 • 



324.1 题图7 


324.1 题图8 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


(9) 函数为周期为 2；r 的周期函数定义域为 

JI [2^ + |, 2^ + ^]. 

当 X 由 f 增加至 f 时， | ■一 siar 由 1 减至+，故: y 由 f 减至 

胥;当: r 由 i 增至譬时，音 一siar 由士增加至1，故 y 由晋增加至 
号■，如 324 . 1题图 9 所示 • 

(10) 函数的定义域为 （一 00 , 1 ) U (1,2) U (2,3) u (3, 

+ CO). 

: y = 0为图形的渐近线，如 324. 1图示10 所示. 



324.1 题图9 


324.1 题图 10 


(11) 函数为以 27T 为周期的周期函数定义域为 


^ (2 是 兀 ，2 々丌+1). 


= lgsiar 
lgcoar - 

0+ (:r > 0 ，艮工趋于 0) 时 ， +• 

吾一 0Cr< 吾，且 x 趋于时 ，: y 


如 324. 1题图11所示. 

(12) 函数是以2；：为周期的周期函数. 

定义域为 U (2々7 t ，（2々 + l )7 T ). 


当 x->0 + 时，; y — 0, 当 x—7r — 0时， 3;— 十①，且当 x = ~2 



_4. 函数的图示法 議第 S ■章 

时 ，: y = 1，如 324. 1题图12所示. 



【325】已知函数 : y = fU ) 的图形，作出下列各函数的 
图形： 

O ) y =—/( x )； ( 2 ) y = /(— x )； 

(3) 3 ; =—/(— x ). 

解 （ 1 ) 函数 : y =- f ( x ) 的图形和函数 y = / Cr ) 的图形关 
于 Or 轴对称，如325题图1所示. 

( 2 ) 函数 : y = /(—: r ) 的图形和函数 ：y = / Cr ) 的图形关于❽ 
轴对称，如325题图2所示. 



325题图1 



325题图2 


(3) 函数: y =_/(— x ) 的图形和函数 ：y = /(: r ) 的图形关于 
坐标原点对称.如图所示. 

【326】已知函数 ；y = fix ) 的图形，作出下列各函数的 
图形： 

(1) y = f(x — Xo); (2) y = yo +/Cr — x 0 ); 

(3) y = /(2 x ) ； U) y = fikr + b ) a ^ 0). 

解 （ 1 ) 函数 : y = / Cr — 工。）的图形可由 : y = /( x ) 的图形向 
左(或向右）平移距离 lx 。 丨 得到： 
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当： r >0 时，向右 平移; 
当 x <0 时，向左平移. 
如326题图1所示. 



325题图3 326题图1 


(2) 将 ：y = /(x) 的图形平移距离 I x 。 I ，得到 y = /(jt —j ： o) 
的图形，再将其上下平移距离 I ： y 。 1，即得7 = >+/(1 —工。）的 
图形. 

当: Vo >0 时，向上 平移； 

当 ><0时，向下平移. 

如326题图2所示. 

(3) ：y = /(2 x ) 的图形可由 : y = /( x ) 的图形沿 Qr 轴方向缩 
小二倍得到，如326题图3所示. 



0 x 0 ^ a ^ x 


326题图2 326题图3 

(4) 若6 > Oj = f(kc +6) 的图形可由 ：y = 的图形先 

沿 Qr 轴方向压缩 U > 1) ， 或放大 f 倍 (0 < 々< 1) ， 然后将所得 

图形向左(或向右）平移距离丨 6 丨，若是 < 0, 作图形 ：y = /Cr) 关 
于 QV 轴对称的图形，得到 ：y = f (- x ) 的图形，将其沿 Qr 轴方向 



• 函数的图示法 1-1 第一章_分析引论 


压缩 I AI 倍 （U 1> 1) 或放大&倍 ( o<U 1< 1)，然后将所得 


图形平移距离丨6丨，如326题图4 


【326.〗】设 /( x ) 


1 — I *r | ， 


当 U |<1 时 
当 I 工 |>1 时. 


作出函数 


[/(x-0+/(x + 0]. 


0，《 


解 


=1和 
(1) 当 f 


= 2时的图形. 
0 时， 


[/Cr — 《）+ /(：r + r)] = /(x) 


如 326. 1题图1 所示. 




326题图4 


326.1 题图1 


(2) 将: y = f ( x ) 向右平移1个单 位得; y = /( x -1) 的图形， 
向左平移1个单位得 y = /Cr + 1) 的图形，将: y = /Cr — 1) 及: y 
=/(^ + 1)的图形叠加再将所得图形沿 C^y 轴的方向压缩2倍即 
得所求图形，如 326. 1题图2所示. 

(3) 如 326.1 题图3所示. 



326,1题图2 


326.1 题图3 




■全 解 ㈠ 

【327】 作出以下函数的 图形： 

( 1 ) y = 2-\- \/l — j :； ( 2 ) y = 1 — e ” ； 

(3) 3 ^ = ln(l + x ) ; (4) y = — arcsin ( 1 4~ x ); 

(5) : y = 3 + 2 cos 3 x . 

解 （ 1 ) 如 327 题图 1 所示. 

(2) 如 327 题图 2所示 • 



327题图1 327题图2 


(3) 如327题图3 所示. ^ 

(4) 如327题图4所示的曲线@ 



327题图3 327题图4 


(5) 如327题图5所示. 

【328】已知函数 : y = /( x ) 的图形，作出以下函数的 图形: 

⑴尸丨 /(x) | ； 

(2)尸|(|/(工） | + / Cr )) ; 

⑶ y = \^ / (x) I —/Cr)). 
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4 •函数的图示法 ：第 一章分析引论 


解 （1) 当 / Or ) >0时 ，: y = /(>)•. 

当/⑺ < 0时 ,: y =-/ Cr ), 如328题图1 所示. 



当 / Cr ) < 0时 ，: y = 0,如328题图2 所示. 
(3) 当 / Cr )<0 时 ,: y =_/&)• 

当 f ( x ) > 0时 ,: y = 0,如328题图3所示. 


y 

o \ ~ T 

\ I 
\ * 

N 

328题图2 

【329】已知函数 ：y = /(： r ) 的图形，作出以下函数的 图形： 

(1) y =尸(文)； (2) y = VJXx ) ； 

(3) y = ln /(:); (4) 3 ; = /(/( x )); 

(5) y = sgn /( x ); ( 6 ) y = [/( x )]. 

解 （ 1 ) 以 y = l 为图形的分界线 • 

如329题图1所示，虚线表 : y = fU ) 的图形，实线表 : y = 
C / Cr )] 2 的图形. 

(2) 如329题图2所示，虚线表 y = fix ) 的图形，实线表 y = 
的图形. 





卜、 


卜刺 


328题图3 
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329 题图 1 


329题图2 


(3) 函数的定义域为使得 fix ) > 0的 x 全体，且 ln / Cr ) 

< /Cx). 

如329题图3所示，虚线表 : y = fix ) 的图形，实线表 : y = 
ln /( x ) 的图形. 



(4) 不妨设 fix ) 的定义域为 [ a ，6]，则当 a < fix ) < 6 时， 3 / 
才有定义.设 P 点是 Or 轴上横坐标为 x 的点且 a </ Cr ) < B . 过 
P 点作垂直于 Or 轴的直线，它与 ：v = fix ) 的图形相交于 Q 点，则 
PQ= fU) ，过 Q 点引水平线与直线 J = x 交于1?点，过 K 点作直 
线垂直于 Qr 轴，垂足为 T . 且与 : y = /( x ) 的图形相交于 S 点，则 
(jr = TR = PQ = /( x ). 因而 TS = /(/( x ) ) •过 S 点作垂直于 
PQ 的直线，垂足为 iW ， 此即 : y = /(/( x )) 图形上的点，如图329题 
图4所示. 

(5) 当 /(工）>0 时,: y = 1; 当 /( x ) = 0 时，： y = 0. 

当 fix ) < 0时 ,: y =— 1,如329题图5 所示. 

虚线表 J = / Cr ) 的图形，实线表 : y = sgn /( x ) 的图形. 





. 函数的图示法 


第一章分析引论 




329題图 S 

(6) 当 n < f ( x ) < n +1 时 ,: y = nO 为整数），如 329 题图6 
所示 • 



329题图6 


【329. 1】设 

/(• r ) = (x — a)(b — x ) (a < C . b ), 
作出以下函数的 图形： 


( 1 ) y = 

/⑴； 

(2) 尸 

尸⑴； 

(3) 3 ^ = 

1 

f ( x) f 

⑷尸 

y /( x ) ; 

⑸尸 


(6) y = 

lg /( x )； 

⑺ ：y — 

arccot /( x ). 




解 （1) f ( x ) =— x z + (a + b)x — ab 





所以 ： y = /( x ) 的图形为开口向下的抛物线，顶点为 
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3 吉米多维奇数学分析习题全解 (一） 

(守，(^) 2 ) ，如 329. 1题图1所示. 

(2) 如 329. 1题图2所示，其中虚线表 y = fix ) 的图形.实线 
表 y = f ( x ) 的图形(设_ > 1)- 



329.1 题图1 329. 2题图2 


(3) 定义域为(一 oo，a) U (a,6) U (6, +oo), 且 

= 1 
^ (x — a)(.b — jr > ) 

_1_1_L_ 

b — a x — a b — a x —— b % 
y = 0，:r = a 及 x = 6 为图形的渐近线 .. 

函数的图形为 y = - A J —— 1 -及: y ^-r 1 - 的图形的 

b — a x — a b —— ax —— b 

叠加，如 329. 1 题图3所示 • 

(4) 定义域为 0,6], 如 329.1 题图4所示，虚线表: y = f ( x ) 
的图形，实线表 y = v/7T^ 的图形(设_ > 1). 



329,1题图3 329. 2题图4 



. 函数的图示法 


第一章分析引论 


(5) 如 329. 1题图5所示. 

(6) 存在域02, 6) d = aRx = b 为图形的渐近线，如 329. 1 
题图6所示. 


y 



329.1 题图5 329. 2题图6 


(7) 如 329.1 题图7所示. 



329. 1题图7 

【329.2】 作出下列各函数在 ： （ a ) fix ) = x 2 , ( b ) fix ) 

=x 3 时的图形： 

(1) ^ — arcsin [ sin /( x )]; 

(2) y = arcsin [ cos /( x ) j ； 

(3) y = arccos [ sin /( x )]; 

(4) y = arccos [ cos /( j ：)]； 

(5) y = arctan [ tan /( j ：)]. 

解 （1) ( a ) 当 <1，即一^ 时，: y = ^ 

当 I |<# 时， ；y = n 2 . 

一般地 ，当 f < I 2 < 2iU + f 时， 
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i 吉米多维奇数学分析习题全解 (一) _ 

y = x 2 -2kn (k = 1 , 2 …） • 

当 + 2紜+亨时， 

y = (丌一 x 2 ) +2々7 t ik = 0，1，2 …). 

如 329. 2 题图 1( a ) 所示. 

\y 



329. 2题圈 Ha ) 


( b ) 当一号 <： c 3 < " I ■时，即 

当 f </< 亨时 ， :r <#，>« = n 

一般地，当 2^--|< x 3 < 2 々 n + | ■时， 

y = x 3 — 2kn (6 = 0 , 士 1， 士 2 , …） • 

当2妊 + |<: r 3 <2 ibr + 孕时， 

y = (7T —x 3 ) + 2kn (k — 0, 士 1 ，士 2,…） • 
如 329.2 题图 1(b) 所示 • 
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329. 2题图 1( b ) 



_ 4 •函数的图示法 I 第分析引论 

(2) ( a ) 当 0<: r 2 <7 r ， 即 一 时， 

当 7T<：r 2 <2Tr, 即 A<| : r A 时， 

尸 P-f =( 号 + 今 2 冗 . 

—般地，当 (2A — 1)7T < X 2 < 2ibt 时， 

y =(号 +：c 2 ) — 2务 7r (走=1,2, …). 

当2&<：|： 2 <(2々 + 1)7^时， 

y = —x 2 j+2^7r (走= 0，1，2,…) • 

如 329. 2题图 2(a) 所示. 



329. 2题图 2( a ) 


(b ) 当 一; r<x 3 <0 时，即 

—v^7t ^ x ^ 0, y = ^ +^ 3 * 

当0 < X 3 < 7t 时，即0 < JT < 冗，7 = Y — - 
一般地，当 （2A —l)7T<:r 3 <2/hr 时， 

y = + x 3 j— 2kn (是 = 0, 士 1 ，士 2，"*). 

当 2 kiz < x 3 < (2々 + 1 )tt 时， 

y =(号 一 ： r 3 )+ 2 是 7 r (是 = 0, 土 1， 士 2,…). 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (i 

如 329. 2题图 2(b) 所示. 



H . 0 ^ ^ ^ 7T. 

当 0<x 2 <'| ■时，: y = "| ■— 

当 f 时 

当警 <工 2 <|时，夕=|-/+2们 
一般地，当 2A7r — y ^ x 2 ^ 2 k-n + f 时， 

y = — x 2 +2々7r ik — 1，2,…）； 

当2妊 + ~|< x 2 <2化+ 警时， 

y = x 2 ―^ — 2 kiz (k — 0,1，2,.“). 
如 329. 2 题图 3(a) 所示 • 
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329. 2题图 3(a) 



_4- 函数的图示法 I 第一章分析引论 

(b) 当 一f 时，: y = f — A 

当号 < a： 3 < y 时， _y = J： 3 — 号. 

一 般地，当 2々7t _ f < *r 3 < 2々7 t + "I ■时， 

y = ~2 ~ x3 +26 k U = 0, 士 1，土 2,…）； 

当2蚣+号 <：r 3 < 2妓+亨时， 

y = x 3 -^- 2kiz (是= 0, 士 1, 士2, …）. 

如 329. 2题图 3(b) 所示 • 


\AxA 

再4耳 r 

329. 2题图 3( b ) 

• (4) ( a ) 当0<?<兀，即 一 时 ，: y = x 2 , 当 tt < 
: 2 < 2丌时 

y = 2 n — x 2 . 

一般地，当 ( 2々一 1 ) tt < P < 2 ibr 时， 
y — 2kn —x 2 (k — 1,2,**0; 

当2^<工 2 <(2々 + 1)71时， 

y = x 2 — 2kn (k = 0 ， 1 ， 2 ,…）； 

蠢 

y 的零点为工 = 士 y/2kn. lfj ] lini ( y/2{k + 1)丌 一 y/2kn) = 0 

所以当: r 趋于无穷时，零点起来越密集，即3；的图形的振动越来越 
频密，如 329. 2题图 4 U ) 所示. 


179 





吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



329. 2题團 4( a ) 


(b ) 当 0 < : r 3 < tc 时， y = jc 3 ; 

当 7 C < 工 3 < 2 tt 时 ，； y = 2兀 一 x 3 ; 

当 一 7r<a: 3 <0 时 ，: y =—x\ 

— 般地，当 (24 — 1)tu < : r 3 < 2 ibc 时， 

y = 2kn — x 3 (k = 0, 士 1， ± 2,•••)； 
当2化<工 3 <(2走+ 1)兀时， 

y = x 3 — 2kiz (走 = 0, 土 1 ，土 2，"*). 
如 329. 2 题图 4( b ) 所示. 



329. 2题图 4( b ) 


(5) (a) 当 0 <:r 2 < ■ ，即 - ‘ 工 < 对， 

尸 X 2 ， 

当号 < J： 2 < 警 时，: y = x 2 _ 7t; 

当一 |+ 々 7r< ： r 2 <j + 是 7t 时， 
y = x 2 —kiz (k = 1 ， 2，"-). 
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329.2 题图 5(a) 

(b) 当一 号 < x 3 < 号时， y = x 3 ; 

当号 < :c 3 < 警时 ，: y = x 3 - it. 

—般地，当 一 i +67 U < X < i +々7 T 时， 

y = x — kiz (灸 = 0, 士 1 ，士 2，." 
如 329. 2 题图 5(b) 所示 • 



».2題图 5( b ) 







吉米多维奇数学分析习题全解 (一) _ 

【 330 】 已知函数: y = /Cr) 和: y = gU ) 的图形，作出以下函 
数的图形： 

(1) ^ = /( x ) + g ( x )； (2) = f ( x ) g ( x )； (3) y 

= figixY ). 

解 （1) 利用图形相加法即得如 330 题图1所示. 



330题图1 

(2) 利用图形相乘法即，如330題图2所示. 



330題图2 


(3) 设 P 点是 Ox 轴上横坐标为 x 的点.通过 P 点引垂直于 

Ox 轴的直线.它和 j = gU ) 的图形相交于 Q 点(设定值 PQ 在 

/ Cr ) 的存在域内).则 PQ = ^ Cr ) ,过 Q 点作平行于 Or 轴的直线， 

. 它与 : y = 2交于1?点，过1?点作垂直于 Or 轴的直线.它与 Qr 轴 

及 :V = fix ) 的图形的交点分别为了与 S ， 则 OT=TR = PQ = 

gix ) ，因而，: TS = /(g< i)) ，最后，过 S 作垂直于直线 PQ 的直线， 

交 PQ 于 M 点 . A 1 点即为函数 : y = f ( g ( x )) 图形上的一点.对 

gU ) 落在 / Cr ) 的定义域内的每点，应用同样的方法，即得 y = 

f ( gU )) 的 图形. 
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4. 函数的图示法 第一章分析引论 




运用图形相加法，作出以下各函数的图形 (331 〜 339). 

【 331 】 y = I +x + e' 

解 如331题图所示. 

【 332 】 y= u + ir 2 + (x-iy 2 . 

解 图形关于 Qy 轴对称 ，巨 以: y = 0,x =— 1 及 x = 1 为渐 
近线，如332题图所示. 



【333 】 y = x -]~ siar . 

解 如333题图所示. 

【334 】 y = arctaiir . 

解 如334题图所示. 

【335 】 y = cosx + jcos 2 x + 4~ cos 3: r . 


解 图形关于 Qy 轴对称，又 


C0S(2 是 7T —— x) + jCOs2(2 是 7T —— x) + — COs3(2^7T —— x) 
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奇数字 


= cosx + ~2- cos 2 x + — cos 3 j :, 

所以，图形关于直线 z h 对称，函数是以 2 tt 为周期的函数，如 

335题图所示. 



334题图 33 S 题图 


【336 】 y == sinx — — sin 3 x + - z - sin 5 x # 

解图形关于原点对称，且: y 是以 2 tt 为周期的周期函数，并 
且 /Cr + 7 c ) =— /(« r ) ，如336题图 所示. 



336题图 


I 337 J y = sin 4 x + cos 4 x . 
解 y = 1 — ysin 2 2 x , 


图形关于 Qy 轴对称，且函数以 f 为周期，在 x = 0及 i f 取极 
大值1，在工= f 取极小值+，如337题图 • 
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4 •函数的图示法 $ 第一章分析引论 



337题图 

【338 】 y = | 1—x |+| 1+x I. 
解当 时 ,: y = 2 

当 *r <— 1 时 ，: y =— 2 x ； 

当： r>l 时 ,: y = 2: r . 

如338题图所示. 



338 题图 

【 339】 y = 1 1-x |-| 1+x I. 

解当 一 时，： y =— 2: r ; 
当 : r <— 1 时,: y = 2; 

当 :r > 1 时，： y =— 2 . 

如339题图所示. 

【 340 】 作出以下双曲线函数的 图形: 


(1) y = chx ， 其中 ckr = + e ~ J ) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



339题图 

(2) y = shr ， 其中 shx — 音(6^ — e - T ); 

(3) y = tkr ， 其中 tkr = 

解 （1) 如 340 题图 1 所示. 

(2) 如340题图2所示. 



340题图1 340题图2 

(3) 如340題图3所示. 

运用图形相乘法,作出以下函数的图形 (341 〜 348). 
【341】 y = xsiar . 

解图形关于 Qy 轴对称，且 

I xsinx 1<1 工丨 

即图形夹在两直线 j = x 和 y =— 之间. 

当 X = 々7 T (灸= 0, 士 1，士 2, …） 时 ， y = 0; 







• 函数的图示法 第一章分析弓 I 论 



340题图3 

当 x = 2 kn + Y 时， J = x; 

当 x = 2々兀+警时，: y =— x . 

如341题图所示. 



341题图 

13421 y = xcosx. 

解图形关于原点对称，且夹在直线: y = x 与 y =— 工之间. 
当 :r = 々7r + 号(々 = 0, 土 1，土 2,…）时，: y = 0; 

当工 = 2^7t 9 y — x ； 

当: r = (2 走 + l)7i 时，: y —-X. 

如 342 题图所示. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一） 


y=x 



342题图 

I343J y = x 2 s\n 2 x. 

解 图形关于 Qy 轴对称，且0 < ；y < x 2 
当工= kn(k = 0, 士 1，土 2,…)时 ，: y = 0; 

当 x = h + •时 ，: y = I 2 . 

如343题图所 7 K . 



13441 

解 


siar 

尸 兩垂 

图形关于原点对称，且 


1 + x 2 




1+ X 2 * 


当 o : = kizik = 0，士1，士2，.”）时，3^ = 0; 


•当 x = 2 ^r + 吾时 ，: y = 


lT? ; 
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4. 函数的图示法 第一章分析引论 


当 X = 2 kiz + ^ 时 ，: y =— ; 

当 : r -► 00 时， 3 ； — 0 . 

如344题图所示. 



344题图 

【 345 】 y = e” 2 cos2x. 

解图形关 Qy 轴对称，且位于曲线: y = 及 ；y =— e - 2 

之间 • 

当 : c = j (是兀 + f )U = 0, 士 1，…〉 时，： y = 0; 

当 x = +(2々 + 1 )k 时，: y =— e'^ 2 ； 

当 :c = h 时， y = e” z2 • 

如 345 题图所示. 



34 S 题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一 ）I 

【346】 ：y = xsgn(sinx). 

解图形关于 Qy 轴对称. 

当工= kizik = 0,士 1，…）时， jy=0; 

当 2々7t < x < (2k + 1)^ 时，: y = : c; 

当 （26 + 1 )tt < I < (2々 + 2 )tt 时,: y =—t 
如346题图所示. 



13471 y = [x] I sinnx \. 

解 当 a := 々(灸 = 0, 士 1，士 2,…）时 ，； y = 0 
当 々< x <々 + l 时，7 =是 •！ sirnzx |. 

如 347 题图 所示. 



347题图 

【348 】 y = cosx • sgn ( siar ). 

解图形关于原点对称，函数是以 7 T 为周期的周期函数. 
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4. 函数的图示法 第一章.分析引论 


当工 = knik = 0, 士 1，士 2,…）时 ，: y = 0; 

当 2々7 u <C j : < (2 k + l)ic 时 ，: y = cosx ； 

当 （2 A + 1 )tt < :r < (2走 + 2 )tc 时 ，: y =- cosx . 
如 348 题图所示. 



【349】设 


fix ) = 

作出函数 : y 
2 时的图形. 


0 , 

/(x)/(a 


若丨 JT |< 1， 

若 I 工 I 〉 1. 

x ), 当 ：（ l)a = 0;(2 )a 


1;(3) a 


解 


(1) 3 ^ = fix ) /(— x ) 

(1+x) 2 , 
(1-x) 2 , 
0 , 


-1 <x<0, 
0<x< 1, 

Ia :|> l . 


如 349 题图 1 所示. 



(2) y = f ( x ) f ( l - x ) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一 


一 x — x z 9 0<: r < l ， 

0, 其它. 

如349题图2所示 • 

(3) y = f ( x ) f (2- x )=0 
如349题图3所示. 



349题图2 349题图3 

【 350 】 作出函数: y = x + >/xsgn(simrx) 的图形 • 
解 定义域为 

当2々 < a : < 2々 + 1 时 ， ：y = x + >/ x ； 

当汉+ 10<2是 + 2时0 = ：1：-7^ 

当工= A 时 ，: y = x(k = 0 ， 1 ， 2，••-)• 

如350题图所示. 



350题图 

作出函数 j 的图形，设 (351 〜 355). 

【351】 /( x ) = x 2 ( l - x 2 ). 
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解 尸 m = 

利用图形相加法，将 : y = +及 :V = 的图形相加即得.如351 

題图所示. 



3 S 1 題图 

【352】 f ( x ) = x ( l - x ) 2 . 

解 3，= I(T^ } 

定义域为 (一 00 , 0 ) U ( 0 , 1 ) u ( l ,+ oo ). 

当 x >0 时，： v >0; 当: r <0 时,: y <0. 

图形以 : r = 0 ，x = 1及 j = 0为渐近线.如352题图 所示. 




吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


【 353 】 f(x) = sin 2 x. 

解 y = -是一周期为 Tc 的周期函数.图形关于 Qy 轴对 

sin^ x 

称.如353题图所示. 



353题图 

【 354 】 fix) = lrir. 

解 y = ^ c - 

当 0 < x < l 时，: y 由 0 单调下降到一 oo ; 

当 1 <：r <+ oo 时， 3 ；轴 + oo 单调下降到 0 . 
如354题图所示. 



354题图 

【 355 】 fix) = e T siar. 

解 ^ = e- J cscx I y 









. 函数的图示法 


第一章分析引论 


当工= 2是 TC +号时，: y = e"* r ; 

当 x = 2走 tt + y 时， ：y =— e -:r 
是= 0, 士 1，士2，.' 

利用图形的相乘法即得函数的图形.如355题图所示. 



355题图 

【356】作出复合函数 ：y = f ( u ) 的图形（其中 w = 
2 siar ) •设： 

—1， 当 _ oo <“<_1 时， 

/( w )=- u ， 当一 1< M <1 时， 

i 1, 当 l < w <+ oo 时. 

解 当丨工一晋时， y = 2 siar ； 

当2知 +晋 <: r <2 ibr + 孕时，: y = 1; 

当 (2 是一1)兀+晋<工<(2卜1)兀+穿时，，=-1 

(々= 0, ± 1，士2, ±3,…）. 

如356题图所示. 
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356 题图 


【357】设 < pU ) 


Cr +| 


及 


,、 I 工， 若工<0, 

0 ⑴ = U 若工 >0 . 

绘制以下函数的 图形： 

(1) y ~ 炉 [^工)]; (2) y = 

(3) y =此 〆 工)]; (4) y = 


解 （1) < p ( x ) 




所以 <{{,( pix )~\ = < p ( x ) 
如357题图1 所示. 

(2) < p \_( pix )~\ = (q * 

如357题图2所示 • 





O 


357题图 


(2) y = < pltp ( x )^\; 
(4) y = 0 C 0( x )]. 
当 x >0 时， 

当: r <0 时， 


^ 0 , 

< 0 . 



357通图2 
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. 函数的图示法 


(3) ， 
图形与 (2) 的图形完全一样. 

(4) ^[^( x )] = | X 
如357题图3所示. 


•r >0, 
•r < 0. 

:r>0, 

x <0. 



357题围3 


0(工） 


【358】 假设 

,、 1,若 UI <1; 

^ (x)= 0,若 ui 〉 i ， 

*1 K \ / 2 — /，若 I I |<2; 

作出以下函数的 图形： 

(1) y = ^[^(^)]? (2) y = 9 ?[^(x )]； 

(3) y = (4) y = 0[0(x)]. 

解 （1) 9?[^( x )] = 1. 

如 358 题图 1 所示. 

(2) ^(- x )] = pOCr )], 所以图形关于 oy 轴对称 • 

当 x 〉 2 时 ,0( x ) = 2,所以 (p[_il){x)~\ = 0 

当 0<« r<l 时， 〆 : r ) = 2 — x 2 , 而 1 <2 — d <2,所以 
^[0(*r)] = 0. 

当 1<0：<乃时，一1<2-/<1,所以 « r )] = 1. 

当万 < :r < 2时， 一 2 < 2 — P <— 1 ， 所以 <p\_^x) ]-0. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



358题圈1 


358题围2 


(3) 0[^(^)] = 

如358题图3所示. 


若 UI <1， 
若丨 x |> 1. 


(4) 0 [史 (工)]= 


2-(2-x 2 ) 2 , 

— 2， 


若 I 工1< 2, 

若 I 工1>2. 


如358题图4所示. 



3 S 8 题图3 3 S 8 题图4 


【359】 将定义于正数域 ： r 〉 0内的函数 / Cr ), 拓展到负数 
域 x <0 内，使所得的函数为 (1) 偶 函数; （2) 奇函数.设 
(1) fix ) = l - x ； (2) fU ) ^2^- x 2 ； 

(3) fix ) = Vx ； (4) f ( x ) = sinr ； 

(5) fix ) = ; (6) f ( x ) — lar . 

作出对应函数的图形. 

解 （1) U ) 定义 
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4. 函数的图示法 第一章分析引论 


fl—x , 若工 > 0 , 

/( 叫 i + x ， 若： r <0. 


则 / U ) 为偶函数 • 

如359题图 1( a ) 所示 • 




( b ) /( x ) = 


1 — X ， 

-a+x ) 9 


若 x > 0, 
若 x <0. 


则 / U ) 为奇 函数. 

.如359题图 1( b ) 所示. 

(2) ( a ) 定义 

/( 叫一 2W ， 若 J<0 . 

则 / Cr ) 为偶函数，如359题图 2( a ) 所示 • 
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吉米多纟隹奇数学分析习题全解(一 


/⑺ 


2 x — x 2 j 若 or〉0， 

9 若 :r<0. 

则 fix ) 为奇函数.如359题图 2(b) 所示. 

- lx % 若: r>0, 

y /— x ， 若 a: < 0. 


(3) (a) /(x) 


即 fix ) = V I x I. 

则 f ( x ) 为偶函数.如 359 题图 3(a) 所示. 

若: r 〉0, 

若工 < 0. 

则 fU ) 为奇 函数. 

如 359 题图 3(b) 所示. 





359题图 9( a ) 359题图 3( b ) 

(4) (a) 定义 /(x) = | sinr | ,/Cr) 即为偶函数， 
如359题图 4(a) 所示. 




. 函数的图示法 


一章分析引论 


( b ) 定义 / U ) = siru :，/ Cr ) 为奇函数， 
如359题图 4( b ) 所示. 


(5) ( a ) 定义 / Or ) = { 


e", 


若工> 0, 

若 x < 0. 


则 fix ) 为偶函数.如359题图 5( a ) 所示. 


( b ) 定义 / U ) = 



若工 > 0, 

若 x < 0. 


则 / u ) 为奇函数.如359题 5( b ) 所示. 



359理图 5( a ) 

_定义/ 叫；; 


359题围 5( b ) 

若 x >0， 

若工<0. 


贝 1 J fix ') 为偶函数.如359题图 6( a ) 所示 • 



359题图 6( a ) 


y =-\ n (- x ) 


359题图 6( b ) 



吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


( b ) 定义 / Cr ) 


\ nx 9 

— ln (— x )， 


若 : r > 0, 

若工 <0, 


则 fix ) 为奇函数.如359题图 6( b ) 所示. 

【360】以下函数的图形关于何垂直轴 对称: 


( 1 ) y 




(3) ^ 
⑷： y 


V a -+ Vb — x 
a + bcosx . 


(0< a < b ) 


解 


⑴尸 «) 


4 ac — b 2 
4 a 


图形关于直线 
(2) 令 〆 



对称 • 


= : y 则函数变为 


y= (^ + (i^r* 

由此可知图形在坐标系 X , 0 y , 中关于 Q / 轴对称，即图形关于直 


线 


对称 • 


或设 


fix) 


(1-0：) 


/(I — x )= fix '). 


所以图形关于直线 


(3) 设容 ( x ) 


a + 工 + y/b — 


则 


{ 2 x ^ Y ^~ x ) = 茗⑴， 


所以图形关于直线0； = ¥对称. 

⑷图形关于直线工= kiz(k = 0 9 士 1，士2,…）对称. 
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• 函数的图示法 第一章 分析引论 


【361】确定以下函数图形的对称中心： 

(1) y = ax + b \ (2) y = ; 

(3) y = aa : 2 + lxr 2 + cx + d ; 


+ b ; 


(2) y 


(4) y = - r H - Z H - - T 5 

• T - 1 X — i X — 3 

y =\ + V ^= r 2. 

解 （1) 直线上的任一点(: r 。 ,02：。+ 6) 均为对称中心. 


( 2 ) ^ 


对称中心为 ( 


ax -\rb 
cx +d 

da 

■ ― 赢 


be — ad 




f ). 


(3) 设对称中心为(办，>)，则对任意：1：有7使得 

y~\~yo = a(x-\-xo) 2 +6(x + x 0 ) z +c(x +j ： o) +d 
-y-^-yo = a(—x + x o y +6(—o: + x 0 ) 2 

- {- c (— x -\- x 0 ) ~\~ d . 

由此可得 


b 


+ &To + CXo d. 


(4) 类似于 (3), 可得对称中心为 (2,0). 

(5) 类似于(3)，可得对称中心为(2，1). 
【362】作出以下周期函数的 图形： 

(1) ^ = I siar | ； (2) y = sgi 


sgncosx ? 


(3) y = fix ) ，其中 /( x ) 

和/(工 + 2/)=/(工). 

⑷尸1>]-2[|] ; 


(2 —于），假设 0<« r <2/ 


(5) y = Cr ). 其中： Cz ) 是从数: r 到与其最近的整数间的 


距离. 
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吉米多维竜数学分析习题全解 (令) 

解 （1) 如362题图1所示. 



362题图1 

(2) 当工 = 々7 C + 号时 ， y = 0; 

当 2^7 r —y <* r < 2々兀 +号时 ， y = 1， 

•当2走 7 t +号< x < 2是兀+警时，: y =— 1. 

如362题图2所示. 

(3) 由定义知 

f\x + 2 kl ) = fix ) (k = Q ， 士 1，士 2,…）， 

即 f ( x ) 是以以 为周期的周期函数.而在 [0,2 Z ] 内，图形为一拋物 
线，顶点为 (/， A ). 

如362题图3所示. 



362题图2 362题图3 


(4) 当 + l 时, 
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. 函数的图示法 


第一章，分析引论 


^ = 0 (是= 0, 土 1，士2, …）. 

当 2々 + l < x <2々 + 2 时 ,: y = 1. 

如362题图4 所示. 

(5) 函数是以1为周期的周期函数.而在0 < x < 1上有 



0<*r <如 

i <x < L 


如362题图5所示. 



362题图4 362题图 S 

【363】 证 明：如 果函数 

y = f(x) (― oo<x <+oo )， 

的图形对称于两个垂直轴 X = a 及 ： r =6(&〉 a )， 则函数 / Cr ) 为 
周期函数. 

证因为 /( x ) 关于直线 : r = a 及 x = 6对称，所以对任何 

均有 

/(a + x ) = /(a — x ) , ① 

及 /(6 + x ) = — ② 

在①式中令 a + x = £，再以 x 代替得 

/ Cr ) =/(2 a - x ). 

同理 fix ) = f {2 b — x ) , 

因此 fU ) = f (2 a - x ) = f (2 b -(2 a - x )) 
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吉米多维 奇数学 分析习 题全解 (~) _ 

= /(2(6 —a) 

由 x 的任意性知 /( a :) 是以 2(6 — a ) 为周期的周期函数. 证毕. 
【 364 】证 明：如 果函数 

y — (― oo < x <+ 00) 

的图形对称于两个点 A ( a ,： y 。） 和 B ( b ， y ' Ub > a ), 则函数 /( x ) 
是线性函数和周期函数的和，特别是若: y 。 = %，则函数 /(: r ) 是周 
期函数. 

证根据假设,对任意 x 有 

/(a+x) — > = ^0 —f(a-x), ① 

f{b + x) ~yi = yi —f(b — x). 

令 a+x = /，代人①有 



/⑴ 

= 2^o — f ( 2 a — t), 

所以 

/(X) 

= 2 y 0 — f ( 2 a — x ), 

同理 

/(X) 

= 2yi — J \ 2 b — x ) ， 

因此 

/⑺ 

= 2jy 0 — /( 2a — x ) 

= 2 ( 70 — 3 ^) +/( 2(6 — a ) + x ). 

令 

( p (, x ) 


则 

^(x + 2(6 — a )) = cp { x ), 


即 ？>( x ) 是以 2 ( b - a ) 为周期的周期函数.且 

/ U ) = 〆 ：）+今二^二 

o — a 

特别当 ： yi = ： y 。 时 ，/( x ) = ( p ( x ). 

【 365 】证 明：如 果函数 

y = fix) (― 00 < x <+ oo) 

的图形对称于点 AU ,： y 。） 和直线 : t = 6 ( 6 关 fl )， 则函数/( X )为周 
期函数. 

证由假设对任意的 x , 我们有 
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_4- 函数的图示法 I 第一章分析引论 | 

fix ) — 2 y ^ — f {2 a — x ) , 
fix ) = f (2 b - x ) 9 
因此 fix ) = 2 y 0 -f (2 a - x ) 

= 2 y 0 — f {2 b — (2 a — x )) 

= 2 y 0 — f (2 (b — a ) + x ) 

= 2 y 0 — {2 y 0 —/[2 a — (2(6 — a ) + x )]} 

=/(4 a — 2 b — x ) 

= f (2 b — (4 a 一 26 — x )) 

= /(4(6- a )+ x ). 

即 /( x ) 是以 40?- a ) 为周期的周期函数. 

【366】设 /(: r +1) = 2/(: r ) ，且当 0 < i < 1 时， /( z ) = i (1 
一 工).作出函数 : y = fix ) (― oo < x <+ oo ) 的图形 • 

解 当 0< x < l 时，图形为一拋物线，顶点为当1 

<工 < 2时，只要将纵坐标放大2倍，依此 类推. 

如366题图所示. 


ky 


a i) 


T 


366 題图 

【367】设 /( x + tt ) = /( a :) + siar ，且当 0 < x < tt 时， /( x ) 
= 0,作岀函数 ：y = fix ) (— oo < x <+ oo ) 的图形 • 

解由题设知 

fix2 k) = /(x + 7t) + sin(x + n) 

= /(x)+sinr+ sin (: r+ 7r) = /(x) t 
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騾全 解(_ _ 

即 / Cr ) 是 2tt 为周期的周期函数，且当0 < x < 7C 时, /( x ) = 0; 

当 7 T < 1 < 2穴时 ，令 I = A + 7 t •则0 < < 7 T ， 且 

fix ) = /Cxi +7 T ) = /(工 1 ) +5^12^ = sinX ]. 

如367题图 所示. 


4 ^ 




/^\ 




2tr 


367题图 

【368】 若 

(1) X = y-y z i (2) X = 5 

(3) x = y — lny ； (4) x 2 = sinjy . 

作函数 : y = ： yCr ) 的 图形. 

解 （1) 如 368 题图 1 所示. 

(2) 如368题图2 所示. 
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_ 4. 函数的图示法 I 第一章分析引论 

(3) 如368题图3所示. 

(4) 如368题图4所示 • 



【369】若 

(1) x — 1 — t 9 y = \ — t 2 \ 

(2) x = i + y r + 

(3) x — lOcos^j = sin / (捕圆 ）； 

(4) x = cht 9 y = shi (双曲线）； 

(5) x = 5 cos 2 t y y = 3 sin 2 t ； 

(6) x = 2(^ — sin /) 9 y = 2(1 — cost ) (摆线）; 

(7) x = = V / TTT (t > 0). 

作出以上用参数表示的各函数的图形. 

解 （1) ：y — 1 =— Cr — I ) 2 •如369题图 1 所示 • 
(2) 如369题图2所示 • 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



369题图1 


•3 / AO 3 


369题图2 


(3) $+€ = 1.如369题图3所示. 

(4) x 2 一 y = 1.如369题图4所示 • 
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369题图5 


369题图6 



_4 - 函数的图示法 I 第一章分析引论 

(6) 如369題图6所示 • 

(7) 如369题图7所示. 



369题图7 

【370】作出以下隐函数的图形. 

(1) x 2 -xy+y = 1 (椭圆）； 

(2) x 3 +y 3 -3^ =0 (笛卡尔叶形线）; 

(3) Jx = 1 (抛物线）； 

⑷ j+：y* =4 (内摆 线)； 

(5) sinr = siny ； 

(6) cos(7rx 2 ) = cos ( 丌 : y); 

(7) = y 2 (x> 0,^> 0 )； 

(8) a ： —I x \ = y — \ y |. 


解 （1) 将坐标按逆时针方向旋转得新的坐标系 Ctc f y \ 


旋转公式为 x = 




代入原方程得 ¥+¥ = 1. 


如370题图1所示 

(2) 作坐标变换 a = / — ：/ ,：y = / + y , 

3x 2 - 2x ，z 

6x，+ 3 ’ 


则原方程变为: y 
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多维奇数学分析习题全解(一) 


-为图形的渐近线，所以渐近线为 : r + ：y + l 
图2所示 • 



A 




- 1 \ 



370 


370题图2 


⑶如370题图3所示, 
(4) 如370题图4所示. 



(5) y = x-\~2kn 

或 ： y = (2 走十 l )7 i — x (是= 0, 士 1，土 2, …）. 

如370题图5 所示. 

( 6 ) y = x z +2k 

或 y = 2k—x 2 (务= 0, 土 1，士2,…) • 

如370题图 6. 
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4. 函数的图示法 | 第一章分析引论 



(7) 如370题7所示 （ 参阅1544题). 

(8) 如370题图8所示,图形包括第一象限(含边界）: 
y ^ O 及位于第三象限的射线 ： y = 工(工 < O ，？ < 0). 




370願图8 



【 370 . 1 】 作出以下隐函数的图形. 

(1) min { x 9 y } = 1; 

(2) max { x ，： y } = 1; 

(3) max ( I x I , [ y |) = 1; 

(4) min { x 2 9 y ) = 1. 

解 （1) 如 370.1 题图 1 所示，图形包含两条射线 y = hx ^ 
1 及: r = l ，： y > l . 
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370.1 题图 1 370.1 题图2 


(3) 如 370. 1 题图3所示. 

(4) 如 370.1 题图4所示. 



370.1 题图3 370.1 题图4 


【371】 在极坐标系中作出函数 r = r (< p ) 的图形 .若: 

(1) r^cp (阿基米德螺线）； 

(2) (双曲螺线 ）； 

? 

(3) r = (0< 9 <+ ⑺)； 

(4) r = 2^ (对数螺 线）； 

(5) r =2 (l + cos 9) (心脏形 线）； 

(6) r = 10 sin 3^ (三 瓣玫瑰线）； 

(7) r 2 = 36 C o S 2^) (伯努利双纽线）； 

(8) ( r > l )； 

T r—— 1 
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4. 函数的图示法 第一章分析引论 


) 如371题图1所示 • 

M 2 = M 2 M 3 = M 3 M 4 =…= 2丌 
371题图2所示. 

371题图3所示. 


571题图4所示. 




371题图1 


371题图2 



371题图3 371题图4 

371题图5所示 • 

371题图6所示 • 



371题图5 


371题图6 
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> 维奇数学分析习题; 

(7) 如371題图7所示 • 



371題图7 

(8) 如371题图8所示. 

(9) 如371题图9所示. 



371 题 S 8 



1371. 11 在极坐标系 ( r #) 中作出下列函数的 图形: 

(1) < p = 4 r — r 2 ； (2) <p = 

(3) r ^+< p 2 = 100. 

解 （1) (r —2) 2 =4_ p 如 371.1 题图所示. 

(2) 如 371.1 题图 2 所示 • 




371.1 题围1 


371. 1题图2 


(3) 如 371. 1题图3所示. 
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4. 函数的图示法 第一章分析引论 



【371.2】在极坐标系 ( r #) 中作出参数给定的函数的图形 
参数〉 


( 1 ) 



( 2 ) 


j^5 = 1 —Z^sin^, 
r = 1 — 2 _f cos y* 


解 （1) 当 f =々7 r 时 ， r = 0,9 = 务们 

当， = A7t + 晋时 , r = hr + 号 , <p = Qik = 0 ， 1 ， 2, …). 

如 371. 2题图1 所示. 



(2) 如 37 L 2题图2所示. 




371. 2题图2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一 ） 〕 

【372】作岀函数 : y = x 3 - 3 x + 1的图形，以求方程 x 3 — 3 x 
+ 1 = 0的近似解 • 

解如372题图所示. 



因 y L-0 = 1 > 0,^ lx - o .4 =— o . 136， 

所以在0与 a 4之间有一实根,约为 0. 35,同法同求其它二近似根 
为 1.53 及一 1.88. 

用图解法解以下方程式 (373 〜 378). 

【373】 x 3 -4 x-l = 0. 

解作函数 : y = x 3 及 : y = 4 r + l 的图，它们交点的横坐标 
即为方程的根，如373题图所示.在图示根 X 。的附近研究 
f ( x ) = j : 3 — 4 x + 1. 

若对适当小的正数5,有 

fUo + d ) f ( x o -8)<0 9 

则方程的根介于 I 。 _ 5 及 X 。 + 5 之间，则 I 。 可作为近似根. 
经判别，方程的近似根为 -1. 86,-0. 25,2.11. 

【374】 . r 4 -4 x+l = 0. 

解作函数 ） = /及 ：y = 4 x — 1的图形.如374题图所示. 

两曲线的交点的横坐标即为所求之根. 
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4. 函数的图示法 第一章分析引论 



经判别，其近似值为 0. 25； 1.49. 

# 

【375】 x = 2 T \ 

解作函数 :V = 的图，如375题图所示.两曲线 

交点的横坐标即为所求的根. 

经判别其近似值为 0. 64. 



【376 】 lgx = 0. l : r . 

解作函数 ：y = l & r 及 : y = 0. Lr 的图形.如376题图所示. 
两曲线的交点的横坐标即为方程的根 

经判别方程的根为 1. 37( 近似值）及 10( 精确值). 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


【377】 10" = x 2 . 

解作函数: v =价及; y = x 2 的图形，如 377 题图所示.两 
曲线交点的横坐标即为原方程的根. 

经判别其近似值为一 0.54. 

• % 

【378】 taar = x (0 ^ x ^ 2 tt ). 

解作函数 ：y = taar 及: y = o ： 的图形，如 378 题图所示，两 
曲线交点的横坐标即为所求之根，它们是 0( 精确值 )4. 49( 近 
似值） • 



377 题图 378 题图 

用图解法解以下方程组 (379 〜 380). 

【379】 x + y 2 = 1, 16x 2 +3 ； = 4. 

解作函数 ： V 2 = \-工及尸 4-16X 2 的图形，如 379 题图 
所示.两曲线的交点为 A 、 S 、 C 、 D. 它们的一对坐标即为所求方程 
的解.它们的近似值为 

xi =—0. 42 ，％ = 1.19(A 点）， 

X2 = 0. 43,^2 = 0. 74(B 点）， 
x 3 = 0- 54,3^2 =—0. 68(C 点）， 
a：4 =—0.57, ： y 4 =-1.26(D 点 ). 

【380】 x 2 +y = 100,y = 10(x 2 -x-2). 

解作曲线工 2 +/ = 100 及 ：y = 10(x 2 — x - D 的图形，如 
380 题图，两曲线的交点的坐标即为方程组的解，它们的近似值为 



5. 函数的极限 




x \ =— 1. 30,^1 = 9, 91 (A 点）， 
x 2 = 2. 30 1 3^2 = 9. 73 (B 点）， 
x 3 = L 62,^3 =- 9. 87( C 点)， 
x 4 =— O . 62，％ =—9.98 (D 点） • 

§5. 函数的极限 


1. 函数的有界性 

如果存在两个数 m 及使得当时, /( or ) < 
M ， 则称函数 f (: c ) 在此区间 U ，6) 为有界函数. 

数 mo = inf {/ Cr )} = maxm 被称作函数 /( z ) 在此区间 

x€ U.6) 

( a 9 b ) 的下确界，而数 M 。= sup { fix )} = minM 被称作函数 

J：6 (a.W 

fix ) 在此区间 ( a ，6) 的上确界.差 M 。一 7/1。被称作函数在区间 ( a , 
b ) 的振辐. 

2. 函数在某一点的极限 

设函数 / Cr ) 在有聚点 a 的集 X = { x } 上定义，符 号： 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (一) 


lim / Cr ) = A ① 

表示对于 f 个数 e > 0,都存在数5 = ( Ke ) > 0,使得满足条件 
0<| x — a 丨<$且使 / Cr ) 有意义的一切 a :， 下列不等式成立： 

I fix)-A I < e . 

函数极限①存在的必要且充分条 件是: 对于每一个序列 x n 
a , x n ^ a { x n G X；n = 1，2,…），成立等式 

= A . 

两个 iS 的极限： 


( l ) 


㈣ 


SUIT 


(2) limd + x) r = e, 

柯西 S 别法 :函数 f ( x ) 在 a 点的极限存在，当且仅当对于每 
一个€>0都能找到占=沢£) >0,0<| |<占和0< 

I x-a | <8时，即有 

I /CrW) |<e 
式中为函数 / U) 定义域内的点 • 

3. 单侧极限 

若当0<(2-工<抑)时，有丨 A f - f { x ) |<e， 则数 A 7 称作 
函数 /Cr) 在 a 点的左 极限： 

A’ = lim/(x) = /(a — 0) 

同样，若当 0<r^a< 此）时，有 I A〃一/Cr) |<e, 则数，称 
作函数 / Cr ) 在 a 点的右 极限： 

A" = — /(a + 0) 

对于函数 /(i) 在 a 点的极限存在的必要且充分条 件为： 

/(a-0) =/(a + 0). 

4. 无穷极限 

符号： 

lim/(jr) = oo, 

^ 示对于任何的 £：>0, 只要 0< |x-a| <5(£)，则有 


只要0< | x - a | < 5( E ), 则有 
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_ s . 函数的极限 I i 第一章 ； 勢析引论 I 

I fix) I > E 成立 • 

5. 聚点 

如果对于某序列关 a ) 成立等式 1^/(0^) = B ， 则 

数 B (或符号 co ) 称作函数 fix ) 在点 a 的聚点(彳^地为有穷的或 
无穷的). 

其中最小的和最$的聚点，分别用以下符号 表示： 
lim /'( x ) 和 lim / X :)， 

它们分别&函数 /( x ) 在点 a 的下极限和上极限. 

等式= lm / U ) 是函数 /( x ) 在点 a 存在极限(有穷 

的和无穷 ST ) 的必要且充分条件. 

【381】函数 /( x ) 由下列条件 定义： 

若工=!，则 f ( x ) = n . 
n 

式中 m 和;2为互质整数且^>0； 

若 x 是无理数，则 / Cr ) =0. 

证明此函数在每一点 ： r 是有穷的，但并非有界(即在该点的任何邻 
域内是无界的). 

证 对于固定 a ：。，/ Cr 。） 确定.下面我们证明 /( x ) 在: r 。 的任 
何邻域 (X 。 一 幻内无界(5>0).由于有理数在实数域内处 
处稠密，故在 (X 。 一 8,0 ：。 +5) 内有无穷多个有理数.反设 /( ： c) 在 
(: r 0 - d , Jc 0 有界，即存在 M > 0. 使得当 x € Cr 。 + 8 ) 
时 ， I /(X) |< M . 

由 fU ) 的定义知， Cr 。一 心 Xo +5) 内的有理数只能落在下列 

有理数中 f ，|■，…，其中々是与分母互质的整数， [ M ] 为 M 

的整数部分.由于这些有理数位于 Cr 。 一 5， xo +5) 中，故 
( x 0 -5)[ M ]<^<( x 0 + 5)[ M ] 

这表示在 ( x 。 一 5， x 。+5) 中的有理数仅为有限多个，矛盾！因此 
/( X 〉在(: r 。 — d 9 x 0 +5) 为无 界的. 


223 




【382】如果函数 / Cr ) 在 :（1) 开 区间； （2) 闭区间内的每一 
个点确定而有界，则这个函数在给定的开区间或对应的闭区间内 
是否有界？ 

请举出适当的例子说明. 

证 （1) 不一定.例如 / Cr ) = •^在 (0,1) 内每一点确定而有 
界，但 / Or ) 在(0，1)内无界 • 

(2) 是有界的.事实上，若 / Or ) 在 0,6] 上无界，则存在心 e 
[ a ， fr ]， 使 lim / Cr ”） = oo . 又存在 x。G [ a ，6] R { x n } 的一个子列 

TT^OC 

{ 0 C nk } ，使得 = X 。显然 /(： C ) 在 ： T 。 无界，矛盾. 

【383】 证明： 函数 /(； c ) = 在区间 一 cocz <+ oo 内 

丄十 : r 

是有界的. 

证当 |x 时， | fix ) |<^ = 2, 

当 |:r |>1 时，有: r 2 <: r 4 , 故 | /( x ) |<[^ = 1. 

因此在 (_ oo , + oo ) 内恒有 I f ( x ) I <2, 即函数在 (_ oo ,+ oo ) 内 
有界 • 

【384】 证明： 函数 fU ) = 丄 cos 丄在点 x = 0 的任何邻域 

OC OC0 

内是无界的，但当 Z — 0时,不是无穷大. 

证 当 *r = ^时， /( x ) = (― 1)%兀，而当 々-► oo 时，^ 

0，/ U ) = (-1^71 — 00. 因此/( X )在 : r = 0的任何邻域内是无 
界的，但当 I = ( 3 k l： 1)n 时， / Cr ) = 0. 因此，当: r — 0时， / U ) 
不是无穷大. 

【385】研究函数 fix ) = Jar • sin 2 五在区间0 < :r < e 内 

X 

的有界性. 
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解在 (0， e ) 内有 /( x ) <| lne | ，即 / U ) 在 (0， e ) 内上方有 
界.而当时， 

fix ) = In - ** ~ °°(务 - H - °°) f 

Zft 十 i 

所以 f ( x ) 下方无界. 

【386】 证明： 函数 /( x ) = 在域 0 < x <+ oo 内有下 

1十工 

确界 m = 0和上确界 M = 1. 

证当 0<: c <+ oo 时，显然有， 

1>/(工) = 击> 0 - 

又/(0) = 0,故下确界 m = 0. 且设 j :, = n ， 则 


lim /( x „) = lim 

ir^oo rr^oo 


n 


1 +M 


1 . 


故上确界 M = l . 

【387】函数 / Cr ) 在闭区间 [>,6] 上有定义并单调递增•在 
此闭区间内函数的下确界和上确界等于多少？ 

解上确界 iW =/(6> 下确界 m = / Gz ). 

确定以下函数的下确界和上确界 (388 〜 396). 

【388】 /(1)=0 ： 2 在 [—2,5) 内 . 

解 m = 0 9 M = 25. 

求函数的上摘界和下确界 (389 〜 396). 


【389】 / Cr ) = 在 (_ oo ，+ oo ) 内 • 

解 m = 0 f M = 1. 

【390】 fix ) = 在 (0, +°°) 内. 

解当:(0，+00)时，0</(1)<1，而/(1) = 1，当 x ” 
=时 ，= 1 ^^2 4 0 ，故讲 = 0， M = 1. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


【391】 / Or ) =x + 丄在 (0,+ co ) 内. 

X 

1 2 

解因为 /(： r )= a : + 士 =(斤一 g ) +2^2 

而 /( I ) = 2,所以 m = 2. 而当: r „ = n - H ~°° 时 
/(xj = w + 丄一 f oo , 

n 

故 M =+ OO . 

【392】 fix ) = sinx 在 （0, + oo ) 内. 

解 m =— 1 ，M = 1. 

【393】 fix ) = siar + cosx 在[0,2兀] 内. 

解 由 /( i ) = y 2 sin ( a : + ~-) 

知 m ==—>/2 = >/2. 

【394】 / Cr ) = 2 i 在(一 1,2) 内. 

解因为 fix ) = 2^在 (一 a ，+ oo ) 内为单调增的函数，故 
m = /(- l ) =音， M =2 2 = 4. 

【395】 fix ) = [ x ]；( l ) 在 (0,2) 内和 (2) 在 [0,2] 内 • 

解 （1) ;w = 0 ,M = 1； 

(2) m = 0,M = 2. 

【396】 / Cr )=： c -[>：^[0，1] R . 

解 因为 0</ Cr )< l •而 /(0) = 0, 所以 m = 0 •当 ％ = 

1 一丄时, / Cr ”） = 1-—( n >2). 

n n 

所以当 /2-^ fco 时, /( A ) — 1 .故 Af = 1. 

【397】确定函数 f ( x )= x 2 在以下区间内的 振辐： 

(1) (1,3); (2) (1.9,2.1); 

(3) (1.99,2. 01)； (4) (1- 999,2. 001). 

解 （1) 用表示振幅，则 = M — m ， 因为 m = 1, M = 9. 
所以 a ; = 8. ^ - 
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5 . 函数的极限 第一章分析引论 

(2) m = (1.9) 2 ,M= (2.1) 2 , 

所以 co= (2. 1) 2 -(1. 9) 2 =0.8, 

(3) m = (1. 99) 2 ,M= (2. 01) 2 , 

所以 o>= (2. Ol) 2 — (1. 99) 2 = 0. 08. 

(4) m = (1. 999) 2 ， M= (2.001) 2 , 

如 =(2. 001) 2 — （L 999) 2 = 0. 008. 

【398】确定函数 /( x ) = arctanj 在以下区间内的 振福： 

(1) (-1,1); (2) (-0.1,0. 1)； 

(3) (-0.01,0.01 )； (4) (- 0. 001,0. 001). 

解 （1) 当工从一 1变到0时，丄从一 1变到一 

X 

当 z 从0变到1时,1从 + CO 变到1.所以 
m =-|,M=-|. 

a>= i~(~i) = ^ 

(2) CO = TX. (3) 0) = n. (4) (V = n. 

【399】设 //![/] 及 M [ F ] 分别是函数 / Cr ) 在区间 U ,6) 内 
的下确界和上确界. 

证明:如果 ， Cr ) 及/ 2 (1)是在 U ,6) 内定义的函数，则 
⑺ [/l +/2]X/l]+W[/2 ]， 

及 MLfi + / 2 ] < M [/ i ]+ ME / 2 ]• 

举出函 数 / iCr ) 和 / 2 Cr ) 的例子，使其在最后的二关系 中是: 

(1) 等式的情形； 

(2) 不等式的 情形. 

证因为对任何 xG U ，6) 恒有 
/n[/i]</i(x)<AC/i ]， 

讲 [/2]</ 2 Cr)<M [/ 2 ]， 

所以 7 w [/]]+ 爪[/ 2 ] </ i (* r ) +/ 2 ( x ) < M [/ i ]+ AC / 2 ]， 
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从而有 m{_f x ] + m [/ 2 ] < rnf/j +/ 2 ]， 

M[/i + /2 ] < M[/,] + M[/ 2 ]• 

例 (1) / i ( x ) = ar 2 t / 2 ( x ) = x 3 ，(a，iO = (0,1), 

有 ^ C / i ] + m [/ 2 ] = 0 = m[fi +/ 2 ]， 

M[/i]+AC, 2] = 1 + 1 = 2 = M[/i +/ 2 ]. 

(2) /,(x) =^,/ 2 (^) =—= (—1,1), 

则 ^ C / i ] = 0, m [/ 2 ] =—1， 

M[/i] = l ， M[/2] = 0 ， 
m\_f\ +/ 2 ] = AC/i +/ z ] = 0. 

从而 rn[_f x ~\+m\_f 2 ~\ < m[/i +/ 2 ]， 

M [/ i +/ 2 ]< MC / i ] + MC /2]. 

【400】设函数 /(:r) 在域 [a,+oo) 内定义，且在每个闭区间 
0,6] C [>,+ oo ) 有界•假定 

mix ) = mf^{/($)} 及 M(:c) = s^{/(^)}, 

作出函数 : y = mix ) 及 : y = M ( x ) 的图形 / 设 
(1) /( x ) = sinr ;(2) /( x ) = cosx . 

解 （1> 如 400 题图 （1) 所示. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(屬) 


填下表: 


0. 01 

0. 001 0. 0001 




证因 

\ x 2 — A | = | x — 2 | | x + 2 I . 

当 |:c — 2 |<1，即 l < x <3 时， 

lx 2 — 4 | = | x — 2 \ \ x -\-2 |< 5 | X — 2 U 

所以，对任给的 e >0, 取于是当0<| a : — 2 |< 

占时， | x 2 — 4 |< e ，因此 limr 2 = 4. 

填表 

€ 0. 1 0. 01 0. 001 0. 000 1 … 


I 0. 1 

0. 01 

0. 02 

0.002 


【402】用 f 语言法，证明 lim 


(1 —x) 


填下表: 


100 1000 10000 


证对任给的 E > 0, 要使 (1： ^分 > E . 


只需 


0<| X- 


11 〈会 


故取 s = g •当 o <| 工一 1 1<谷时， (1 」工 )2 >£： 




填表 
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E 

10 

100 

1000 

10000 


8 

1 

/To 

0.1 

~| 
i 

yiooo 

- - 

0.01 



【403】 用不等式表示下列 各式： 

(1) lim/(x) = 6; (2) lim/(x) = 6;(3) lim fix) = b. 

x _ g 0 x _<ilO 

举出适当的例子说明 . 

解 （ 1) 对于任给的 e>0, 存在 3>0, 使得当 0< | x-a | 
< 汐时 ，\ fix) —b |<Ce» 

则称 lim/(x) = b. 

x-^a 

例如 /(x) = x + 2A\mf{x) = 2. 

j^O 


(2) 对于任给的 e>0, 存在 8>0 ,使得 
当 0<a —x<5 , 即 a — 时 ， I f(x) — b |<e ， 
贝 ! 1 称 lim /(x) = b 


例如 


/(x)= 


x + 2, 
x 2 + l ， 


当： r<0 时 , 
当： r>0 时 , 


则 lim f(x) = 2. 

— 0 

(3) 对于任给的 e>0, 存在 S>0, 使得当 0<*r — a<A 即 
+ 5 时 ， I fix) —b I < e ， 


_ J ^/ U ) = 6. 

例如本题 (2) 中的 /U ) 有 


lim fix) = L 

用不等式表示以下各式，并举出适当的例子 (404 〜 406). 
【404】 （ 1) lim/Cc) = 6; (2) lim/(x) = b ； 

x »■■■■QO 

(3) lim fix) = b. 

解 （ 1) 对任给的 e>0, 存在只 >0 使得当 I : r I >1? 时， 
I /(x) —b |<6f 
则称 lim/(:c) = 6. 
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(2) 对任给的 £>0 ,存在尺 >0, 使得当 x<—2? 时 , 

I /(x) —b |<€, 

贝 !1 称 lim fix) = b. 

OO 

(3) 对任给的 e > 0, 存在 1? > 0, 使得当 :r > J? 时， 

I /(x) —b |<c» 

贝 lj 称 lim fix) = b. 

X H " 00 

例于，对函数 /Or) = i 有 

JC 


lim/(x) = lim /(x) 

x-^oo jr-^foo 

【 405 】 (1) lim/(x) =oo 


lim f(x) 


(3) lim/(x) =+oo; 
(5) lim fix) =—oo ； 

x _<r~ 0 

(7) lim fix) — oo, 

J ^<r K ) 

(9) lim/(or) =+oo. 


oo ; (2) lim/(:r> =—oo; 
(4) lim fix) = oo ； 

x _<r0 

(6) lim/(x) =+oo; 

x 0 

(8) lim fix) =—oo ； 


解 《1) 对任意给定的 E > 0,存在 5 > 0,使得当 
0 <| x — a |<8时，恒有 I /( x ) |〉 E ， Kmiim /(: c)=oo 

(2) 对任给的£>0,存在谷>0,使得当0<| x-a |< d 时, 
/( x ) <—£：，则称 1 丨 111 /( 0 ：) =- oo . 

(3) 对任给的 E 〉0, 存在 5>0, 使得当 0<| |<占 时， 

/( x )> £，则称 lim /(: r ) =+ oo . 

(4) 对任给的0,存在0,使得当0 < a _x < 即 
a — d<.x <a 时 ， I fix ) |〉£，则称 lim fix ) = oo . 

x »< r -0 

(5) 对任给的 £ > 0,存在 S > 0, 使得当 0 < a — i 即 

a —8 <x < a 时， /(: r ) 则称 lim /( x ) =— oo # 

0 

(6) 对任给的 £：>0, 存在 S >0, 使得当 0< tz —: c <5, 即 
a — d < x<a 时， /( i ) > E ， 则称 lim fix ) =+ oo . 

x m a 0 

(7) 对任给的 £>0, 存在8>0,使得当 — 



a<.x + d 时 ， I fix) |> E ，则称 lim fix) = oo. 

x » q+0 

(8) 对任给的 £>0 ，存在 5>0 ，使得当 0< 工一 61<5 ，即 
a <Cx <^ + 5 时， /( ： 1：) <—E ， 则称 lim f(x) =—oo 9 

r •cr f Q 

(9) 对任给的 E>0, 存在 5>0, 使得当 0<：c — a<5jP 

a<x + 5 时， /(x) > E ， 则称 lim/(x) =+ °o. 

【406】 （1) lim /( x ) = oo ； (2) lim /( x ) =— oo ; 


(3) lim/(x) : 

x-^o° 

(5) lim fix) 
(7) lim fU) 
(9) lim fU) 


(4) lim fix) = co ； 
(6) lim fix) =+oo ； 

J^^oo 

(8) lim /(x) =—oo ； 


解 （1) 对任给的 E >0, 存在 R >0, 使得当 I a : I > R 时， 

I fix ) |> E ，则称 |^/( a :) = oo . 

(2) 对任给的 f ：>0, 存在 i ?>0, 使得当 I 工 |> 尺时, / Cr ) 
<—£■， 则称 j ^/ Cr ) =— oo . 

(3) 对任给的 E >0, 存在1?>0,使得当 I x |> K 时， /( x ) 
>£ ，则称 j ^/( a ：) =+°°. 

(4) 对任给的£〉0,存在尺>0,使得当 x <— R 时，丨 / Cr ) I 
> £，则称 lim fix ) = oo m 

(5) xSi 的 E 〉0, 存在 1? > 0, 使得当 z <—1? 时， /( a :) 
<— E . 则称 lim /( x ) =— oo . 

(6) 对 U 的 £：>0, 存在 1?>0, 使得当时, /( x )> 
£，则称 J |^/(： r ) =+〜• 

(7) i 任给的 E >0, 存在 R >0, 使得当: c > K 时 ，| /( x ) 1 
〉 £ T ， 则称 J ^/(： T ) = OO . 

(8) 对任给的 £ > 0,存在 i ? > 0,使得当 x > J ? 时, 
fix ) <— E . 则称 lim f ( x ) =— oo . 

(9) 对任给的 £ > 0,存在 R > Oy 使得当 x > K 时， 
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/( x ) > E , 则称=+ 

【407】 设 : y = / Cr ) ，用不等式表示下面各种 情况： 

(1) 当时，: y -^6 — 0; 

(2) 当 x — a — 0 时，: y — ft — 0; 

(3) 当： c-^*a + 0 时， y -^厶一 0; 

(4) 当 i — a 时 ， y — 6 + 0; 

(5) 当 :r — a — 0时 ， y — 6 + 

(6) 当 :r — a + 0 时，6 + 0; 

(7) 当: r -► oo 时， y -► 6_ 0; 

(8) 当 a : — oo 时 ,: y —6 — 0; 

(9) 当： r - H ~°° 时 ，: y — 6 — 0; 

(10) 当: c — oo 时,^ + 0; 

(11) 当 ： T ^— 00 时， J -^6 + 0; 

(12) 当: T —+00 时, jy -^6 + 0. 

并举出适当的例子. 

解 （1) 对任给的£〉0,存在$>0,使得当0<|0：_川<占 
时，0<6 — y < e ， 即 6 — 

则称 lim /( x ) =6-0 

或当 : r —a 时，: y ~^6 —0. 

例如 : y = — x 2 . 就有当 *r — 0 时 ， y — 0 — 0. 

(2) 对任给的 e 〉 0, 存在》 >0, 使得当即 cz 
— 5<:r<a 时， 0 <6_}<$ ，则称当《 2 ： — 61 — 0 时， y —6 — 0. 

例如 ： y = J ： 就有当工-一 0时 ， jy — 0 — O . 

(3) 对任给的 £ >0,存在5>0,使得当 9<* i •一 fl < 占时， 

0 <ib — y <Cej 

则称当 ：r — a + 0 时， y — 6 — 

例如 : y =—： r 就有当工 — 0 + 0 时 ，： y —0 — 0. 

(4) 对任给的 e >0, 存在5>0,使得 

当0<| x — a |<5时，0<3； — 6<£，则称当0：-^ 时 ，: V — 
— 234 — 



_5. 函数的极限 | 第一 章:； 分析 引论巧 

6 + 0 . 

例如 ，: y =工 2 就有当 r — O 时，; y -^0 + 0. 

(5) 对任给的 e >0, 存在5>0,使得当 0 <a —: r < S 时，0 
<：y —6< e ， 则称当•2：-^0 — 0时，3^ — 6 + 0. 

例如 : y =— 工，就有当工-^0 — 0时，} — 0 + 0. 

(6) 对任给的 e >0, 存在谷>0,使得当 0<« r - a < 占时， 
0 <iy — b < C . e ， 则称当 ar-^a + O 时, — 6 + 

例如 y = ^ 就有当 j ： — 0 + 0时 ，： y — 0 + 0. 

(7) 对任给的 e > 0,存在 R > 0,使得当 | a : |> K 时, 
0 <.b — y <Z e ， 则称当 : r — oo 时， 

例如 ; y =— ^ 就有当 : r — oo 时，: y -^0-^0. 

(8) 对任给的 e > 0,存在 R >0 9 使得当 *r <_尺时, 
0 <6 _：y <£，则称当 —— oo 时 ，: y — 6_0. 

例如 : y =丄，就有当 x -^— oo 时， y -^0 —0. 

0C 

(9) 对任给的 e > 0,存在 i ? > 0,使得当 a : > K 时, 
0 <C 6 — y < Ce ， 则称当 x -^|- oo 时 ， jy — 6 — 0. 

例如 : y =—^：，就有当时 ，: y — 0 — 0- 

(10) 对任给的 e > 0,存在 I ? > 0,使得当 | :r |>尺时, 
0 < 3； — 6 < e ， 则称当 工 — oo 时， y -^6 + 0. 

例如 : y = +，就有当 JT — oo 时 ，: y — 0 + 0. 

(11) 对任给的 e > 0,存在 i ? > 0,使得当 x <— R 时， 
0 〈 y — b < e ， 则称当 x -*■ — co 时 ， jy -► 6 + 0. 

例如 : y =—丄，就有当工―一 00 时 ， J — 0 + 0. 

<12)对任给的 e > 0,存在尺 > 0,使得当 ： r >尺时, 
0 < y — b 〈 e ， 则称当 x - H - oo 时 ， j -► 6 + 0. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( i ) 


例如 : y 


-^4 - oo 时 ，： y 0 + 0. 


【 408 】令 PU) = a 0 x n +…+ 式中 a f (t = 0 

l,”％n 彡 l，ao 关 0) 为实数，证明 lim 丨 PU) l=+oo. 

0^00 

证 因为 Oo #0. 则 .. 

I PU ) I 


>1^0 IU! n 1一（尝 # T ~+ z ~ 

\ do I X do 


X - 




由于 lim 


，2 n )， 


故存在 E, >0 使得 ， U 1 〉 ^ 时，有 




+…+ 


f ；|* TTp)| > i 


故丨 P (: r)|>+U||a :|”， 


对任给的从 >0, 设 £： 2 


T^T 

V I a 0 r 


取 E = max(Ei ,E 2 ) * 

则当 U |>£ : 时，有 I PU) |>M f 
因此 lim I P(x) |=+ oo # 


【 409 】令 RU) 

其中 a 。 # Ojbo 9^ 0. 
证明： 


a 0 x n +aix ,f ~ 1 + +a w 
6 0 x wl +6 1 x m - 1 +- + 6 m 


limRCr ) 


°°，若 n>m; 

^若 n = m; 
bo 

0 ,若 n<m. 


因为 


RU ) 


:” a 。十… + 尝 

6。+五 +…+ % 



而 lim 


<+…+尝 




6 0 +五 


00 x m 


t - a i ^ 


n ^> m 9 


lim ^ 

X^ooX 


0 ， n<Zm. 
、 rt ^> m 9 



qo 

b 0 . 


n<im. 


【 410 】令 i?Cr) = ，式中 P(x) 和 QCr) 为 : r 的多项式 , 

并且 P(a) = Q(a)= 0, 问式 limg 的可能值？ 

-r-^a Q(x) 

解设 a 为 P(x) 的 n 重根， QCr) 的 m 重根，即 
P(x) = (x — a)"Pi (x) 9 
Q(x) = (x —a) m Qi(x), 

其中 h Cr) ， Q, (x) 均为多项式，且尸 ,U) 关 OtQi(a) 关 0 •故 


w > m , 


lf . P(x) I Pi (a) , n 


求出下列各式的值 (411 〜 433). 


n<Cm. 


14111 ⑴ 

解 ^ =彐 


(2) Iim 


x 2 — 1 


2x z — x—V 




I ； (工一 i )( 工 +1) 

^V(2x+l)(x-l) 

x + l 2 

fe ^ TT = r 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 




1- 
lim -- 

一 2-丄 
x 




V 


【412 】 lim 

夕 ，0 


(l+x)(l+2x)(l + 3:r)-l 


x 


解因为 

(l+x)(l+2x)(l + 3x) = l + 6x+ll:r 2 + 6:r 3 


所以 lim 


(l+x)(l + 2x)(l + 3x)- 

x 


lim 


6x + llx 2 +6x 3 


x 


lim ( 6 + 1 l:r + 6: r 2 )=6, 


【413】 lim 


(l+o:) 5 -(l + 5x) 


解 lim 


(l+x) 5 -(l + 5x) 


lim 


lim 


x 2 + x 5 

l+5x + 10x 2 + 10x 3 +5x 4 +x s -(l + 5^:) 
:c 2 (10 + 10:r + 5x 2 +«r 3 ) 


lim 


: 2 (l+x 3 ) 
lO + lOx + S^+x 3 


【414】 lim 


l + o : 3 
a+mxr-a+nx) m 


10 . 


X 


( m 与 ri 为自然数) 


解 Hm 


(1+ 町） ” 一 (l+nx) 


x 


lim 

x-^0 


1+ “ 孤 ) ++fl(rl) ( 邡 ) 2 +“.W ,, ]-[l+w*0ff)++/w0w-l)(/ir) 2 +."(«r) m 


lim — Dm 2 — m ( m — l ) n 2 ) -\- o ( x ) 

T-^o z 


(n — m ). 
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• 函数的极限 第一章分析引论 


【415 】 lim 


(x-l)(x-2)(x-3)(x-4)U 


(5 x - l ) 5 


解 lim 


(x — l)(x —2 )(j ： —3)(x —4)(x —5) 

(5x-l) 5 


lim 


IzMzMzMzM 

( 5 -士 ) 5 


【杨】 ， H # 2 〉 3 。 


解 


分子、分母同时除以，，得 

w (2 x -3) 20 (3 x + 2) 30 

^ (2X+1) 50 


一 （ 2 + 士 ) 


2 20 • 3 30 

—^5 — 


14173 ^ ( X +1 [( Lr 4- ) i ] J ? +1) 

解因为 


1 + 2 + …+ 72 


rt(n + 1) 


分子、分母同时除以 


，得 


lim (工 + i)(p+ i)."(m) 

一 l(nx) n + l] 3 ^ 


lim 


i+ 士 )( 1+ 去 )."( 1+ 


n(yrrl) 

n 2 


【418】 lim 


x 2 -5 x + 6 


^-8^ + 15- 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


: c 2 — 5 工 + 6 

1 x 2 一 8 工 +15 
:— (工一 2 )(工一 3) 


二 Cr-5)Cr-3> 


14191 



x — 2 


x 一 5 


解 lim 


-3x + 2 


^ Vx 4 -4 x + 3 
一 x + 2 


H Cr + 2)Cr-l) 2 
(o: 2 +2x + 3)(x-l) 2 


lim 


【420】 


lim 


x + 2x + 3 

x 4 -3x + 2 
•r 5 — 4x + 3* 


2. 


解 


r x 4 -3x + 2 
!^?x 5 -4x + 3 

1irn (x + 2)(x-l) 2 

1im (x + 2)(x-l) n 
上 i 工 Cr+l)Cr 2 + l)-3 • 

i ； x 3 — 2x 2 — 4x + 8 

巧 ― o: 4 — -8 乂 + 16 • 
x 3 -2x 2 -4x + 8 _ (x 2 —4) 


【421】 


2 x 4 — 8a: 2 + 16 = Cr 2 — 4) 

1 ™( x -2 )(x + 2) = = 


(x 2 — 4)(:r ■ 


1^1+2 


【422】 lim 


x^-2x-\ 

x 5 -2 x-r 


解 


} .x 3 -2x-l 

i ^ ix 5 -2 x-l 


lim 


lim 


14231 


[x(x-l)-l](x + l) 
[x(x 2 + l)(x-l)-l](x+l> 

x(x-l)-l = 丄 
x(x 2 + l)(x-l)-l _ 3* 

U 2 -x-2) 20 


1* VwC U, C^J 

巧 （ x 3 -12:r + 16) 10 - 
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. 函数的极限 


第一章分析引论 


解 lim 


lim 


U 2 -x-2) 20 
(: r 2 -12 :r +16) 10 

一（工 + 1) 20 _ 3 20 


U + 4) 


6 1 " 


1- (x-2) 20 (g ： + l) 2Q 

(音 广 


【424】 lim 
解因为 


^1 • 


所以 lim 


x + x 2 4 - ••• -\- x n — n 
= (x-l) + (x 2 - 1) + … + (f - 1) 

=(x — DCx" -1 +2^^ 2 + … + (n — 1 )工 + / 1 ] 

■r + g ： 2 + … +:r”i 

(x-1) 

=limCr^ 1 + IjT 1 ^ - h(n-l)x + n] 


1 + 2 + … + n 


n ( n + 1) 


1424. 1] lim 


x m -2x + \ 
x 50 — 2:r + 1 • 


解 




x IQ0 -2x + l 
x^-2x+\ 


lim 


x(x"-l)-(x-l) 


|im Cr-l)(:r 99 +:r 98 + … +a ： -l) 
巧 Cr-l)(:r 49 +x 48 + … +x-l) 


: r "+ x 98 + … +:c —1 
^x 49 +x 48 + -+x-l 

1- of 71 — 1 / 


i 


49 

24* 


【425】 


(772 与 72 为自然数). 


解 




lim 


( x - lK ^+ x ^ 2 + 

U-l)(ar l +^~ l + 


+ 1 ) 
+ 1 ) 


1; m x ^+， 2 +- + l 

i^x- l +x ^ 2 + - + l 


【426】 lim 




a ^- na ^ 1 ( x ~ a ) 


(x — a) z 


h 为自然数). 


解因为 
lim ^ 


— a k 


lim 


(x — a) (x ^" 1 + ax — 2 + … + a H ) 




limCx ^ 1 + ax k ~ z + … 十 〆 1 ) 


ka 


k-\ 


( k 为自然数)， 


所以 lim 


— a n ) — m n l ix — a) 


lim 


{x — aY 

「(广 】 一 (广 2 — fl『 2 ) + … + 〆 Cr 一 fl) 1 (j •— a) 


=limr 


a g 


+a 


x k 


(x-a) 

^rr—2 


• • • 


+ fl ， 


•r —a x_a 

(n-l)a^ 2 + (^-2)a w2 + 


• • • 


rr-2 £ 
X 

+ f 2 


a " 

a . 


n(n-l) 


2 


【427】 


lim 

T -\ 


-(n-\-l)x + n 
(x-l ) 2 


( n 为自然数) 


解因为 


lim 


x*-l 
x — 1 


k. 


所以 lim 

j—- i 


-(n + Dx + yz 
(x-1) 2 


lim 


( x n + x ^ l -\ - \- x - n )( x - l ) 

: ~ (: r — 1) 2 

㈢ ] 


72 + (n 一 1) + ••• + 1 


n(n+l) 


【428】— j 二” ) ( m 与 n 为自然数) 

解当 m = „ 时，此极限显然等于0,下面设 n 关 m . 
由424题有 


lim 


•r+a: 2 + ••• +x n 一 n n{n + 1) 


x — 1 


m 


所以蚓 h 

= lim 


l-x n 


m(l +>r + ••• +x ff ~ 1 ) — n(l + x + *** 

(1—:t)(1 + j: + … + ， 1 )(l+x + … +x^> 
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5. 函数的极限 



^ mLr+" ， +j w ~ 1 -0? — l)]_nLr+m+:r fyr ~ 1 -(yy2-l)] 

: r-l ( X -1) 


X 




(1+：^"+广 1 )(1+尤 + -+广】 


丄 X 


lim 


m[x + ". +af~ l — (n— 1)] 

X — 1 


” [j: + … + — (m— 1)]~ 


lim n 

0—1 - T — 1 


( 


X [m 


n(n — l) 
~~2 ^ 


n 


m 


(m — 1) n 
~2 )— — 


m 


当 m = „ 时，上述结果仍适用.总之 




【 429 】 i ^7[( J + 7) + (^ f ) 


+…+ 


解 


卜乎 C )]. 

，+[«)+ «)+ … +(: +kz ^)] 

— lim 丄 「(m — l)x + —(1 + 2 + ••• + 71 — 1)1 

n L w J 


t 士 [ (n _ 1Xr+ f 


w(rz — 1) 


w _1 = x +4 


= 迚(:+1)尸 

【 430 】 i ^7[( J + f ) 2 + ( J + 7) 2 + + 


提示:利用题 2 的结果 


解 


^7[(^7) 2 + (^7) 2+ - + (^^) 2 ] 

= lim 丄 「(《 — l ) x 2 + ㉞ (1 + 2 + … + ( n - l )) 

n ^<x> 71 L W 

_( l 2 +2 2 + … + ( a - l ) 2 )] 

lim ir ( n - i ) X 2 + ^ x ^^ 

n-^o Tl L 72 L 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


峙 X 


(n-l)n(2n-l) 


(n-1) 


lim 




6 

x 2 + 


n-l 


2 v (n-l)(2n 


1) 


n 


【431】 lim 
解因为 


2 + 3 2 +〜 + (2n_l) 2 
2 2 +4 2 + - + (2 h) 2 


l 2 +2 2 + … + 7I 2 


n(;i + l)(2n + l) 
6 


所以 lim 


l 2 +3 2 + … + (2;i-l) 


lim 


2 2 +4 2 + 〜 + (2n) 2 

l 2 + 2 2 + 3 2 + … + (2n — l) 2 + (2”) 2 
2 2 +4 2 + 〜 + (2n) 2 

l 2 +2 2 + 〜 + (2w) 2 t 


lim 


lim 


2 2 (l 2 +2 2 + … +n 2 ) 

2n(2n + l)(4n + l) 

6 


4 


n(n + l)(2n + l) 


(2n + l)X4n + l) _ , 

丄 Am 八， • — v / 、 丄 


【432】 lim ( 


2(rz + l)(2n+l) 
l 3 +2 3 + - + n 3 


2X4 

2X2 


-1 


f ). 


提示: 利用题 3 的结果 
解因为 


3 + 2 3 +…+ ” 3 = (1 + 2 + … + n ) 2 


nHn + l) 2 
4 


所以 lim ( 


1 3 +2 3 +… + n 3 


lim 


(” + 1) 
An 


I ) 

f]=!i 


2n +1 
An 


【433】 lim 


死 ♦to 


l 3 +4 3 + 7 3 + … + (3n-2) 3 
[1 + 4 + 7 + … + (3n-2)] 2- 
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5. 函数的极限 第一章 分析引论 


解令 

x, = 1 3 + 4 3 + 7 3 +… + (3n — 2) 3 , 
y„ = [1 + 4 + 7 + …+ (3” 一 2)] 2 , 
则 3Vh > % 且 lim% =+oo. 


由于 lim 


^rrhl — 0C n 

y^\ —y n 


lim 


(3«+l) 3 


lim 


[1 + 4+7 + … + (3»+ l )] 2 -[ l +4 + … + (3 n -2)} 

(3«+ l ) 3 


■(3n + 2)(n + l) 




l)n 


lim 


(3rz + l) 


(3n + 2)(n + l) • (Sn-l)n 
2 


(3” + l) 

■ 


3, 


利用 143 题的结果有 

,； m £« _ l 3 + 4 3 + 7 3 + … + (3 t»-2) 3 
^ 7 . "" -S [i + 4 + 7 + - + (3n-2)] 2 

14341 把拋物线 : y = 6 (f ) 2 , Ck 轴和直线 x = 


3. 


所围成的 


曲边三角形 OAiW (图 3) 的面积，当作以 i 为底的各内接矩形面积 

71 

之和在 rz -> oo 的极限，求此面积. 



图 3 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一） 


解底的〃个分点分别为 

o,A ， ㉔，…, rL=i a , 

n n n 

它们所对应的髙为 

oo 2 ， ..o 2 . 


故第々个矩形的面积为 


X) 


ab 


0 ， 1，…， n — 1) 


于是，内接的 n 个矩形的面积之和为 




ab 


(n-l)n(2n-l) 


ah # (” 一 l)(2n-l) 


因此曲面三角形 OAM 的面积为 

ab (n 一 l)(2n — 1) 


ab 


求下列极限 (435 〜 454). 


【 435】 lim 


VX-f 

v6r + l 


1 +./- + 




•函数的极限::第一章4’分析引论 


【 437 】 


lim 

t -^4 


解 lim 


lim 

^4 


lim 


>/1 + 2jc — 3 

1 v ^-2 • 

l+2x-3 

v ^-2 

(yi+2x-3)(A/l+2x + 3)(V^+2) 

(^-2)(7 I + 2)( vTT 2^ + 3) 

2(x-4)(V^+2) 

(x-4)(v/l+2x + 3) 


㉟ 鐵 


8 

3 + 3 


【 438 】 lim 


1^-3 

2+ V ^ 


解 lim 


lim 


lim 


1^1-3 

2 

(\/l — x — 3)(-/l — j: + 3)(4 — 2 V^r + Yx^) 

( 2 +^)( 4 - 2v ^+ 泣)(/!^ + 3 ) — 

— (x + 8)(4 — 2 Yx + Yj?) 


(8 + jt)(\/1 _ jt + 3) 


lim 


(4-2v^+ -(4 + 4 + 4) 


l-x + 3) 


- 2 . 


【 439 】 


解 


h y/x Z — a 2 

V^~Vq + Vx — a 
Jx 1 — a 2 


(a>0). 


lim 


(Vx—Va + */x —a)(Vx +Va) 


-/x 2 — a 2 (>/r +%/a) 
-/x —a( v^x — a +Va) 


lim 


•^ 40 \fx 二 a \/x +a(Vx+Va) 
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lim 


Vx — a +>/x +Va 


Vx+ai^/x +Va) y/2a 


[4401 


lim 

z^3 


yx 13 一 2 yj ： 1 

9 




解 lim 


vx+ 13 — 2 yj：+ 1 
x 2 — 9 


lim (7x + 13-2 y/x + lXyx+13 + 2 /x+l) 
卜 3 (x — 3)(x + 3)(13 4 - 2 Vx-\- 1) 

— 3(x — 3) 


㈤ (x-3)(x + 3)(v^+T 3 + 2 y^+T) 


-3 


【 441 】 lim 


(:+―3)(7:+13 + 2 /r + 1) 


16 


•6 + 2 
+ 8 . 


解 lim 


^^6 + 2 

x 3 +8 

U m (v^x —6 4~2)(^3 ： —6) 2 — 2 3 y/x — 6 +4) 
(^ 3 + 8 )(^^ 6) 2 -2 

把 Cr 2 — 2:r + 4)( 夕 Cr 一 6) z — 2 H + 4) 


144. 


【 442 】 


«r-i 6 4 


解 


^ 16 V ^-4 


lim 


v ^-2 


16 (v^-2)(v^ + 2) 




4. 


【 443 】 lim 


y 9 + 2 J ： - 5 

艿 一 2 
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5. 函数的极限 第一章分析引论 | 


解 Hm ^2^-5 

” 8 lfi -1 

^ lim ( V ^ T ^ - 5)( V ^ T ^ -5)(^?+2方 +4) 
— ’ C ^-2)(^?+2 S +4)( v ^ T ^+5) 

= li m 2 (x — 8 )(沒+ 2 巧 + 4 ) 

_， 8 ( X -8 X 79 + 2 X + 5) 

= lim 2(^ Z ± l | i ±4) = 

” 8 79 + 2 X + 5 5 

14441 lim 仝 1+ 晃 - 一 1 (n 为整 数 ). 

X^O X 


解 


Iim ^ iTx-i 

^0 X 


= lim (7nny-1)(701^^+-+7m+i) 

㈣ x( ^(l+x)^ 1 + … + 7T+7+1) 

=1Jm _ i _ = 丄 

~~ ™ 7d+x)^ 1 + … +7n r ^+i — 〆 


【 445 】 


li m %/l — 2x — x 2 一 （ 1 + jt) 

J^o X 


解 lim 


v 1 — 2x — x 2 — (1 + j:) 


x 


lim 


[71-2^-^-(1+^)][/1-2^-^ + (14-^)] 

x [ yi -2 x -^+( l + x )] 

-4x-2x 2 


lim - — __ 

-- 0 x [ yi -2 x - x 2 + l + x ] 


lim 




4-2x 


A 


【 446 】 


解 


-2^- x 2 + l+x 

lim % + 3^— 严一 2 . 

i - v ^8 + 3 x — x 2 — 2 
-- 


— 2, 
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-2 次 8 + 3i — 2+4) 


8 + 3x-x 2 +4) 


(1+jr) ( 次 (8 + 3:r — ¥) 2 +2 ^8 + 3x~x 2 +4) 


4 # 


【 447】 lim 


27 +x — >/27 一 x 

x +2 Vo ^ 


解 


lim 

x-^O 


27 + x- 727 
x + 2 


lim 

1^0 


^ 27+^-727 
x(l + 2 v ^) 


(^(27+x) 2 + ^27T7 




• y27^+^(27-x) z ) 







【 449 】 


• 函数的极限 第一章分析引论 


. + 20 



+ 20 


x + 9-2 




-^7 


F^-^(j + 20y)(^x + 9 + 2)(/^+4) 
(^ T ^—2)(^ T ^+2)( v / CT ^ + 4) 


= lim 


y y^(x + 2) 15 + ^(x+2) 12 (x+20) 2 + - + ^+20)^ 

^(x + 2) 15 + ^(x+2) 12 (x + 20) 2 + … + 夕 U+20) 10 

i ；m [(x + 2) 3 - (x+2o) 2 K + 2) ( yr\^ + 4) 

Cr-7)(^T^F + 次 Cr+2) 15i Cr+20) 2 + … + ^(x+20) 10 ) 

Cr 一 7)Cr 2 + lZr+56>(>)^+2)(V^+4) 


Cr 一 7)(^T^+ 九 +2) 12 (:+207+… + 
lim ( j 2 + m ^^ Ky ^+ 2)(^+9 + i ) 




>Cr + 2) 15 + 次 Cr + 2)i 2 (x+20) 2 + … + 夕 (z + 20)— 】。 

_ 189 • 4 • 8 _ 

3 s +3 4 • 3 + 3 3 • 3 2 +3 2 • 3 3 +3 • 3 4 +3 5 


6048 
1458 - 


【 450 】 lim 


f -7 ^f 


i - Ji - 


i + 


i + 


解 lim 


l -./ l - 


( 1 + |) 4 - 7 ( 1 + 1 ) 3 )( 1 + 7 ^) 


( 1 _ V l_ f) ( 1 + V l_ f) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


X 


( 7 ( i+ tr +… 




/ 12 /- 

(V( l+ f) 


+ … +J 1 + 


7 ( 


T 


)1 


lim ，办 - ■ 




(V( i+ f) 


+ … + A / 1 + 


T( 


"4 


n 


f 2 x2 

4x12 


7 

36* 


【 451 】 lim 


解 lim 


x 2 


vT+5l-(l+x) # 


v^l + 5x — (1 +x) 


lim 


lim 


【 452 】 lim 


i 2 [ ^(1 + 5:r〉 4 + 为 1 + 5j) 3 (1 +:) + … + (l+x) 4 ] 

• (l + 5x)-(l+i：) 5 

夕 (l + 5:r) 4 + … + (l+g：) 4 = _ 丄 
— 10 — IOj: — bx 2 — x 3 2 * 

y/l +ar 一 y/\ +fir 




( m 和 n 为整数) 


解 


我们首先求 


lim 


x 


( k 为整数) 


当 々为正 整数时，有 


x^O 


X 


lim-—, 议 —— - 

”°x(y(l+ar)H +… +^ T ^+1) 








. 函数的极限 



分析引论 


当是为负整数时 ，设々 ==— 〆 ，则 〆 为正整数.所以 


lim 


1+or-l 


lim 


1 +or 


lim 1- a + or ) 


(1+or ) 多 




a 

F 


因此对任何非零整数都 


故 


lim 

x^O 


lim 


1+ or-l 


1 +or 


1 + 


lim 之 1 ■ 士鲈 -1 - lim 


1 +flr — 1 




A 


(mn ^ 0). 


【453】 lim 


TTF^" 7TT 


解由 452 题结果有 


lim 


1 +or • Tl +^-1 


( m 和 n 为整数) 


lim (l+gr)^-(l+jfcr 

x —0 X 


lim(l +jSr) w 


= 昱一 i = ^ 4-1 


{mn ^ 0). 


【454】设 P ( x ) = a x x + a 2 : r 2 + … + 为整数 

证明： 


lim 


l + PCr )—1 
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吉米多维奇数学分析习题全解 


证 lim 


7T+PCx)-l 


x 


= lim 


P ( x ) 


x (7 (l + P ( x ))^ + … + 1) 


lim - 


d \ + a 2 «r + … 


n—i 


— 0 (l + PCr))3 + … + 1 
求下列极限 （455 〜 467>. 


a \ 

m 


【 455 】 




( m 和 n 为整数). 


解首先我们求 lim 


yfx — 1 


x^\ X — 1 


当 m 为正整数时，有 


lim 


71-1 


X — 1 


lim 




X— 1 


azl 


(x— 1) (x ^ +:r 




+i) 


— 1 + 


• •• 


m 


当 m 为负整数时，设 m 

• 7 x — i 


= — 


+ i 

则 W 为正整数，所以 


1 - 尨 


•含 一亡 =士 


即对任何负零整数，都有 


因此 


,• 71-1 1 

lim ?^ = lim . lim x 


1 


— 1 71-1 •-】 i-i —i ^7-i 


2 i 

m 


【 455-1 】 


'1 —— 




(m • n ¥= 0) 


r ^). 


解 




^ 1 -G 
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^ 3 (l 



X 





lim3 


y/x—yfx— Vo? 


1 - X 


【 456 】 ^( i -^ a ^ d -^) 


解 


因为把 € 


所以 


lim 


(1 —\/x)(l — y(r)*^(l ~7x) 

( l - x )^ 1 

im 4=^-iim 4=^ … lim 


扭 1 


X 


1 _ X 


X 


n 


【 457 】 lim [\/(x + a)(x + 6) — x], 


解 lim [\/(a: + a)(j ： + ft) — x] 


lim 


lim 


lim 


(x + a)(x + 6)-x 2 
V (x + a)(x-f-6) +工 

(a + 6)x + o6 
\/ (x + a)(x + 6) +x 

a + 6 + ^ 


V ( M )( 


1 + 


b_ 

x 


)+ 


1 


a + 6 


【 458 】 


lim (v x+ >/x + Vx —-/r). 


解 


lim (v x + \/j ： 4-Vx — */r) 




lim 


(j + V x + Vx ) — x 

Vx + V^x + Zr+v^ 


分析引论 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一 




【 459 】 limvx^ + 2x — 2 vxM-x + x). 

x-»-foo 

解 lim X ( y/x z +2x —2 7x 2 -\-x+x) 


lim 


x 


( 


X 


X 


y/x 2 + 2x + v X + vo: 2 + X 


lim 


x 


-v / x 2 +2x 


(a/x 2 + 2x + Vx 2 +x) (x+ a/x 2 + x ) 



_ 一 2 x _ 

( J7Vb ： \y?T^) G+ /7Ti) (x+ y?+^) 

一 2 
















. 函数的极限 


第一章分析引论 


【 461 】 lim(^+x 2 -f 1 


-x 2 + l) 


解 iim(yp +x 2 +1 — ^r 3 —x 2 + 1) 

: r^oo 

Zr 2 



( 1 + 士 -去 K + G -士 






吉米多维奇数析习题全解(一) 


14641 limx^(y^+2-2 y^TT + v^). - 

•r-^+oo 

解 lim:r 音 （ v/^T^-2 


lim 

f^+CQ L 


7+2 + yxTT 


x+i + 






=lim 


lim 

X _ 4 oo 


_ -2x 音 _ 

(\/x+2 + y/l+l) ( \/jTT+7x) (-/t+ \/j + 2) 

+ 1 ) ( 1+ ^/^^) 


【 465 】 lim [ (x + aj )- # (x + a n ) — :]• 
解 lim [ ^ (x-\-a\ ) — (x + a n )—:] 


lim 


lim 


(x + a ! a w )— x " 

^[(x+ai )" 《 3 ： + 〜)]〒 • jT x 
i-i 

n 

(S 01 )* 2 ^ 1 + … + ( fll -a 2 … 〜） 
1=1 

^^[(•r + q )•• •(: r + a ”)]〒 • jT x 


lim 


§ a ,+ °( x ) 


rp 

2 


【 466 】 lim 


二 I )”+ (1+7?^): 
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(n 为自然数 ). 



5. 函数的极限 



解 Um 


(x — V J? —\ )" + (工 + y/x 2, — 1 ) 


I " 


lim 


2\ 


人 1 H) + ( i+ v i_ ?) - 


【467】 lim 


c yi+x 2 + x> n - •( y i+x 2 - x) 


X 


G 为自然数) 


解 lim 

•r-0 


(yT+^+x)"- (yr+i r -x) M 


X 


2x 


n-\ 


+ ( x / nr ?+1 广 2 ( - x )+ 


+ ( \/l +X 2 — or) 
2n. 


• ■參 


/r—1 


【468】研究二次方程式 ox 2 +hx +c = 0 的两个根 xi 和工 2 
的性质，其中系数 a 趋于零，而系数6和 c 为常数，且 b 关 0. 


解 OCX 


- b + Vb 2 -iac 

2a 


12 


— b—yb 2 — Aac 
la 


不失一般性，设 6 > 0 ，于是 linir : 


limxi 

a -^0 


lim 

fl—o 


(—6+ Vb 2 — Aac ) (— b — Vlf — 4ac ) 


2a(-b-A 2 -4ac) 


lim 


2c 


—b — vfr 2 — 4ac 

+ 1 


c_ 

~b 


[4691 根据条件 lim (- ar - fe )=0, 求常数 a 和 6 


解 


^ + 1 
x + 1 


一 b 
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; 奇数学分析习题全解 ( 



——八 


- (a + 6 )x + 1 — 


x + 1 


所以 

的充要条件为 1 —a 


— ax — 厶 ) = 0 


0, 及 a + 6 = 0 . 解之得 <2 


【 470 】根据下列 条件： 

9 

lim ( %/ x 2 — jt+ 1 一 a\X — b\) 

X »—QQ 

lim ( Vx z -x-\-l — a 2 x — b 2 ) 


求常数 a, • 和 6, (i 
解因为 


1 , 2 ). 


(V^r 2 — x+1 一 a\X — b\ ) 

_ (1 — af — (2qi6i + 1)j ： + 1 — 
%/x 2 —x + l+aix + 6i 

上式极限为零的必要条件为 


及 


1 — af = 
1 + 2a i^i 


解之得 ai=±l ， 6i 


2 ^ =T i - 


但当 a 


时 ， lim ( 

X , oo \ 


x + 1 


+ i) 


=+oo, 


— lfb \ 


同样可得 ， A = 1，&2 


2 * 


求下列极限 (471 〜 481) 


【 471 】 lim 


sin5x 


1- sinSjr 
解 . hm—- 


5 lim 


sin5x 

5x 


【 472 】 lim 

X 


260 



. 函数的极限 


第一章分析引 


解 因为 lim 


0, 而 1 sinx |<1, 所以 ^ 在尤 — 00 时 


为无穷小量，即 lim 


SUIT 


【 473 】 lim 

sinnr 


(m 和 n — 整数 ). 


解 令 ： y 


lim 马 


= x 
inmx 




sinnr 


(-D 


it ， 则当 tt 时，: y -^ 0. 所以 

；lim (- l)-s inm y . 

3^0 (— 1 ) sinny 

•具•引 

y^o \ my sinny n / 


—1) 


【 474 】 lim 


1 一 cosx 


解 


SJ ： 


2sin 2 晏 


lim 


sin 


lim 




【 474. 1】 lim 


taar 


解 lim 


taar 


lim 

x-^0 


siar 


COSJ ： 


r . 


* 注 ：limcosx = cosO = 1( 见 481 题). 
【 474. 2 】 limrcot3x. 

解 limrcot3x = lim • cos3:r 

sinox 


3 蓋 l^ cos3x 


XIX 


【 475 】 lim 


tanz — siar 




吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



sirir 


lim ^- 


sirr jt 


lim 1 - CQS ^ = lim 
.r-M) cosx • sin x x 


sirrx cosx 


lim 


2sin 


x 2 


2 工 


lim -r 


lim 


sin" x cosj 


【 476 】 


lim 


sin5or — sin3:r 


SUIT 


解 Hm sin5a ： -sin3x 

x-0 SUIT 

= Iim 2cos4r • siar = 2 limcos4x 

siar 

【 477 】 lim cosx-cos^^ 


解 lim 


cosx — cos3:r 







• 函数的极限 



-章分析引论 


= -p ㈣ 0) . 
【 479】 lim tan2xtan ( 号 


解令导 


，则当 : r — f 时 — 0 . 所以 


limtan2xtan^-j- - x) 

= limtan2 f-j- — ^ ] • tan/ = limcot2f • tani 

\ 4 / f-^o 

_ i- cos2 之 sin/ _ p cos2 之 —1 
f^o sin2 艺 cos/ 2cos 2 t 2 # 


【 480 】 Um(l-o:)tanf. 


解令 1 一 


，则当 ： c—1 时 , z —0 •所以 


lim( 1 — x) tan ^ 


limr tan ( 号 —f )J= Hjji/cotf 


lim —-— • 

卜 —）• Trt 


cos 


sin 


【 481 】证明下列 等式： 

(1) limsiar = sina; (2) limcosx = cosa ； 


(3) limtarir = 

x-^a 

证 （ 1 ) 因为 


: • ( a # 


2n-l 


iz；n = 0, 士 1 ，士 j 


I siar — sina | = 2 sin X ^ a cos 工言 a 


^ 2 sin 


x — a 


d x — a I, 


故任给 e>0 , 要使丨 sirir — sin^z |<e. 

只须 I x — a I < €• 故取 5 = e • 则当 0<| x — a 时， 
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I siar — sina |<€ 
limsinr = sina. 


(2) 根据 (1 ) 有 


limcosx = limsin ( 号 —:r)= sin ( 号 —a) = cosa. 


. limsiar • 

(3) limtaar = lim^ = — = ^ 

T^a cosx limcosx COM 


tana. 


其中 


a ^ TTfH = 0, 土 1 ，土 2，.“. 


求下列极限 (482 〜 565). 


【 482】 lim 


n 


siar — sum 
x — a 


解 lim 


sinx — sing 
x —a 


lim 


2cos 中 • S i n ^ 


x 一 a 


— limcos 


x + a 
2 


sin 


x — a 


x — a 


cosa 


2 


【 483 】 lim 




cosx — cosa 
x—a 


解 lim 


co&r — cosa 
x—a 


2sin 




lim 


x 一 a 


lim (- sin X -t a ) • lim 


sin 


x — a 
"2~ 


x — a 


=— 


sina. 


【 484 】 lim 


taar — tana 
x —a 


解 lim 包逆 

X 


tana 


a 


lim 


smxcosa — smaco&r 
(x — a ) • cosx • cosa 


lim - 

cosx • cosa 


sin(x-a) 
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x — a 



5. 函数的极限 



a 


(a ^ = 0, 土 1，•••)• 


【 485】 lim 


cotr — cota 


a 


解 lim 


^0 X - 

cotr — coia 


— lim 


x — a 


sin(j —a) 
x — a 


sinrsina 


w 

(a ^ mz;n = 0, ± 1, —)• 


【 486 】 lim 


解 lim 


seer — seefl 
x — a 




m 

X — 

a 

sin 

x + a 

sin 


— cosx 


{x — a)cosoc • com 
x — a 


lim 


«r，a cosj: • cosa 


x — a 


sma 


[a ^ 2 "^" 」 兀 ; 打 = 0, 士 l,".). 


【 487 】 lim 


cos“ a 

cosecr — coseca 


解 lim 


x—a 

cosecr — coseca 
x — a 

x + a 


lim 


cos 


lim 


2 


sin 


s\na — sinx 
(x — a)sinxs\na 

x — a 


siarsina 


x — a 


cosa 


a 


(a ^ n^；n = 0, 士 1 ，士 2，".）. 


【 488 】 lim s in(a + 2x) — 2sin(a +x) + sina 


解 lim 


•r-0 X 

sin(a + 2x) — 2sin(a +x) + sina 


x 


i- 「 sin(fl + 2x) — sin(fl+j) 1— fsin(fl + x)^~ sinal 

x-M) X 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



2cos 


lim 


( a + 譬 ) sin 


2sin 


lim 


cos (a 


3x 


2cos(a + f ) • sin 


)-cos(a + |)] 


sin 


= — 


lim 


sin(a + a:) 


s\m. 


【 489 】 lim cos(a + 2x) — 2cos(a + x) + cqsq 


解 lim 


cos(a + 2x)— 2cos(a + x)+ cosa 


lim 


cos(a + 2x)—cos(a + x)1— f cx)s(a + x)—cosa 


— 2sin(a + 亨 ) sinf+ 2sin(a + f )• sin 

lim - o - 


— lim 


2sin|(sin(^ + ^)-sin(a4-|)) 


sin j 

lim - • cos(a+x)=—cosa. 

-r-^0 X 


【 490 】 lim 

^0 


tan(a + 2x) - 2tan(a + 工 ） + tana 


tan (a + 2x) — 2tan(a +x)+ tana 






• 函数的极限 



一章分析引论 


sin(a +^:)cosa — sinacos(a +:) 
cos(a + o:)cosa 


siaz 鲁 cos(a + x)cosa — cos(Q + 2j)cos(a +jt) 
x 2 cosa • cos(a + 2x)cos 2 (a +j) 


sm x 


2sin (a + x) 


cosacos(a + -r)cos(a + 2x) 


[a ^ ^ n;n = 0 , 士 1，士 2 ，".) 

cot (a + 2x) — 2cot(a +x) + cota 


t(a + 2x)— 2 cot (a + x)+ cota 


|j m (cot(fl + 2x)—cot(fl+j) )— (cot(a+j)—coto) 


T-^0 


linJ 

^0 I 


cos(g + 2j)sin(a + :r)— sin(a + 2x)cos(fl +j) 

sin(a + 2x)sin(a+x) 


x 2 

cos(a + x)sinfl — sin(a 4~x)cosa ] 
— sin(a + -r)sina > 


lim 


siarf sina — sin(a + 2x) 


•o : r sin(a + 2a:)sin(a + x)sina 


T-0 V X / SI 


2cos(a +-r) 


2 cosa 
sin 3 a 


sin (a + 2 x)sin ((2 +-r)sina 
(a w 丌，” = 0, ± 1， ± 2，".）_ 


【 492 】 lim 


sin(a +x) sin(a + 2x) — sin 2 a 


解 lim 


sin(a + x)sin(a + 2x)—sin 2 a 


lim 


[co&r — cos(2a + 3 工 ） ]• 
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cosx — cos ( 2a + 3x) — (1 — cos2a ) 

2x 


lim 


n 2 f sin 警 •sin 

•r + x 


in(2a + 


3x 


-i-sin2a. 


【 493 】 lim 


2sin 2 x + siar — 1 
2sin 2 工一 3sinx + 1* 


紐 i. 2sin 2 x + siar — 1 

2sin 2 x — 3sin x + 1 

6 

_ i- (2siar —1)(siar + 1) 
^ ( 2sinx —1)( siar — 1) 




— 3 . 


【 494 】 lim 


1 — cosxcos2xcos3x 


1 — cosx 


1 — cosxcos2xcos3x 
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• 函数的极限 



分析引论 


+-f) . 

1 — 2cosx # 



= x 


JL 


，则当 


f 时 


0. 所以 


1 — 2cosx 


urn 


■I- _ 

— 1111A - 

l-2cos(f+r) f ^° l-cosi+V3sinZ 


lim --- = -p. 


[496] lim 心二 1 ， 


解 


COS 


(^f) 


lim tan 3 x^ Sjanx 


3 cos (: r + 


taar 


sin 2 x - 3cos 2 x 


lim 



cosx — ^"Sinx 


lim 


2taar (f cos«r + 音 siru:) 


24, 


【 497 】 lim 


tan(a +a:)tan(a — x) — tan 2 a 


解 lim 


tan (a + x)tan(a — x)— tan 2 a 


269 





270 











_ 

lim 


cosj_1 

sin 2 x( y^+l) 



sin 2 14 - ^co&r+ v^cos 2 x ) 


lim 


- 

sin 2 ^(ycosr+l) 


2sinZ f 

( 1 + v / cosx+ Ij cos 2 x ) 



【502】 

解 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


【 503】 lim 


1 - 


-^ 0 1 — COs(Vx) 



2sin 2 f (1 + %/coar 


lim 


2sin2 f 

2sin 2 孕 (1 + ^/cosx 


limsin 要 • 


sin 








2(1 + 


cosx 


【 504 】 lim 


1 - cosx J cos2 j: J cos3j: 


解 1 — cosx V cos2:r y/ cos3x 




| im 1 — COSX + cosx(i — y/ C os lx 次 cos3x) 

•r-0 X 2 

2sin 2 1 _ ycos2x V cos3\r 

lim - o - r limcoar • hm - , - 


7 + lim 


— V cos2x + V cos2x (1 — y cos3x ) 


丄 1 — cos2x 

2 xmx 2 • (1 + J cos2x) 


+ lim 


(1 — cos3x) V cos2x 
工 2 (1 + 1/ cos3x + cos 2 3x ) 


j + l+ 音 = 3. 
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. 函数的极限 


第一章分析引论 


【 505】 lim (sin Vx + l — sinVx). 

X^foc 

解因为 

(sin yjx^r \ — sin yfx) 

_ o- trx VjC+\— y/x + 1 + yfx 

=Zsm —— ~2 - cos - g - 


— ― t _ — coj 

2( */x + 1 +Vx) 


' 工 + 1 十 •jx 
2 


及 


lim 2sin — ~ — 

afoo 2(/^ 


TT+VD 


且 

所以 


cos vS±I±v 5 < 1 , 


jim(siny7TT-sin/?) 

【506】 （， (韵气 




解⑴因为眄 gin _ 


所以 

x-^0 \ 

(2) Hm( 

(3) 因为 


l±x\^ 

2+x) 

\±x\^ 

2+x) 


lime 铃 ln ^ 


£?( 


1 +x\T^ 


2+x 


(音) 




lim 




所以 lim 

【 507 】 lim ( 


l+i 、 铃 


lim e^ hl ^ 


x + 2 
2x-l 


)• 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 一 ) 




解法一 :因为 


ji2 ln ( 黑 


limj： 2 In 


•r + 2 


2x-l 


所以 


娌(辑) 




法二：当丨 i |>5 时， 


x + 2 

2x-l 




1 + 


< 




2 - — 
x 


2 - 


而 


i^(ir 


因此 lim( 

T \ 


x + 2 


2^1 


[5081 lim( 


— x-\- 1 


解 


^V2x 2 +x+l 
法一 : 当 I -► oo 时， 


3 工 2 - 工 +1 


2x 2 + x + 1 


且 


1- 


--1 

X 


/3x 2 -x+l\^ 


法二:因为 




所以 +x+i)" x = iis eb( ^ ) " 


15091 胜 ( sin ”^¥ i ). 


解 


因为迚 = 


274 



• 函数的极限 


第一章分析引论 


故当 f 充分大时 ， | sin 3^1 |<{+e<l. 
其中0 < e < | 为一固定的实数.而 


故 


(W — 0 


!™ sinn 3f+T 


【 510】 lim [tan(|+:r)] 


解 因为当 pf + o 时 

1<tan (f + f ) <tan ( 


詈+1)<+ 


而 


tan 2 a: 


所以 lim tan(i+o:)] 


mnZr 


[5111 Iim( 


x 2 — 1 \^» 

?Ti/ - 


解 


因为治 


1 , a : 2 -1 

i ln ?n 


所以 lirn( 


Zli 、 剖 
+ 1/ 


lime ㈢ 1 


[512] lim(5^) X . 

J^oo \ OC U / 


解 




4 


2M 


15131 


解 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (〜) 








• 函数的极限 第一章 



lim ( 

r-H-oc \ 


a\x + b\ 

aix^rbi 


b Ajl 

a 2 


a\ = a 2 〉 0 
a 2 >ai > 0 

> a 2 > 0. 


15171 limU+W)- 12 ' 

jr-^0 

解 lim(l +x 2 )® ,2x = lim(l+x 2 )>.( 念） 
^0 ^0 

【 518 】 lim(l + sinTU：) 001 ' 

JC^l 

解 lim (1 + sirw^r ) tttxr 




=lim(l + sinTtx)^' 

x-^1 

【 519 】 

v 1 + sinx / 

解 胜 (tef 





taar — star 


【则 ㈤ (鵠产 . 
解把(锋^产 


lim 1 + 1 + siar 
^ tarir — siar 


lim 1 + siar 

x-^o " ： 

taar — star 





【 52 °】把_广 


解 Um(_r = lim 

x^a \ Slllfl / x-^a 


1 + 


sing 

siar — sina 
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吉米多维奇数学分析习题全解 C 一) 


(a ^ nn；n = 0, 士 1 ，士 2,…） • 


1521] limf 


COSX 

cos2x 


产. 


A77 ,• / COSJT ,• 

解 1^(“） =1 3 


而 


lim^ 

-T-0 X 


— cos2j 
cos2x 


lim 


+ cos2jc 
cosx — cos2:r 

cosx — 1 + 2sin 2 x 
x 2 cos2x 




— ?ej n 2 

lim 2 . 2sin 2 x 


cos2x 


所以 


cosx \7 
:os2x / 


o V cos2x / x 

【 522 】 lim(taru: 产 . 


lime 


\ TOkT / 


解 lim(taar) 


lim(taar)7^^ 

■^4 

lim(l + taar — 1) 二 】.^^ 


【 523 】 lim(simr) 


解 lim(sinx) 


lim(l + cot 2 ^)^^ 
lim( 1 +cot 2 x)^7( -〒) 


【 524 】 


㈤ [tan( 


)r. 


解 lim 


S[ tan ( 
= S(r 


JC 

T 


)] 


taar 


1 + taar 


lim 1 + 1 + taar 
叫 -2tanx 
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. 函数的极限 


第一章 : 分析引论 


【 525】 lim (sin — + cos 

r-^oo \ X 


解因为 


而 


( sin 丄 + cos 丄） 

V X X / 

= 1 + ( si 11 士 + cos-^- - 1 )] 

limx f sin 丄 + cos --1 ) 

\ x x / 


Sin x 2sin2 2^ 1 

lim ―:--;- = !• 


( 4+twrJ： —1 ) 


lim (sin 丄 + cos 丄） = e. 

\ X X / 

【 526 】 lim \J cos -Jx. 

解 lim y/cos^/x = lime 士 


lime ~j- 2 " *° [ 1+( coa/^ 1 - 】 )]cu^-i 

T—o 

p-i 


【 527 】 


m m 男 r 


【 528 】 limcos" 

… Vw 


lim 1 + ^±T 


^X2+\ 


解 limcos" i = lim (1 + tan2 

4n vn 7 
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lim (1 + tan 2 


t ) 


4( 宁 ) z .(~4) 


【 529 】 lim 


ln ( l + x ) 


X 


解 


lim l n G . +P = limlnd + x ) 


x 


【 530 】 lim x [ ln ( a : + 1 ) — lar ]. 
解 lim x [ ln(x + 1 ) — lar ] 


lim In 


( i+ 士 ) 


【 531 】 lim 


lar — \na 


解 lim 


x —a 

lar — lna 
x — a 


lne = 1 , 


(a>0). 


In 


x 


e 


lne 


lim — ^ 
X — a 



lim — In 

-r-^a Cl 


1 + 




士 = 士 


x — a 

【 532 】 lim [ sinln ( a : + 1 ) — sinlnx ]. 

解 sinln ( j ： + 1 ) — sinlnx 

。 ln(a: + 1) + lnx . ln(x+ 1) — lnx 
=Zcos - ^ - sin 


而 


lim 


2 

ln(x + 1 ) — lnx 


2 


所以 


又 


lim sin 


2 

ln ( x + 1 ) — lnx 
2 


lim 备 ln(l + 丄） = 

C V 30 / 


o 


o 


2 cos 


In (: r + 1 ) + lar 


<2 


lim [ sinln (: c + 1 ) — sinlnr ] = 0 . 
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• 函数的极限 


第一章 分 析引论 


【 533】 lim 


ln(x 2 -j ： + l) 
ln(x 10 +x + l) 


解 


lim 


ln(x 2 -x + l) 
ln(x l0 +x + l) 


lim 


lim 


lnj2+ln(l -i + ^) 

lnx 10 +ln(l+^+^o) 

10 + I ^ln(l4-^+^o) 


【 534 】 lim(lg 

X^OO ' 


100 + x 2 \ 

i + ioox 2 r 


解 limlg 


100 + ? 
1 + 100x : 


limlg 


100 

7 


+ 1 


+ 100 


lg Ioo = ~ 


【 535 】 lim 


ln(2.+ e^) 
ln(3 + e 3x ) 


解 lim 


【 536 】 


ln(2 + e 3 -) 
lnO + e 2 ") 


lne^ + ln(^ + l) 

lim - —^ - r 

^°lne^ + ln(^ + l) 


lim 


3 + >(» 

2 + 士 1 11 (砉 + 1 ) 


jj ln(l +yfx -\-yfx) 

—bd+K + K) 


被 lim ln(l +\/j+^x) 
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lim 


lim 


ln^+ln(l+^ + ^) 

111方+111(1+去 + 点） 
i + ii * ln ( 1+ ^ + ^) 


15371 


+ + ii ln ( 1+ * + *) 

li m lg(i + /Q + lg(x — h) — 21&r 
/t*o h z 


解 lim 


lg(x + /i) + \g(jc — h) — 21gx 


lim 


h 2 

lg(>r 2 —h 2 ) — lgr : 
h 2 


胜[一知(1— 5 p ]=— 


? lge. 


【 538 】 lim 


lntan(f +ar ) 


(x > 


解 


lntan(-J+or) 
lim - 

•T^O 


In 


lim 


sin&r 

1 + tanor 
1 — tanor 
sin&r 


lim —— 

尸 ― > sinar 


2tanor 
1 — tanor 


ln ( 1+ T 


2 tanor 、 


tanor 


) 


2a 


【 539 】 lim 卜 5 g 

«r^o Incosor 

細 i- Incosor 

m lim ^ - — 

Incosor 
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• 函数的极限 


第一章 分析引论 


lim 


lncosar cos&r — 1 cosar — 1 


x-o cosar — 1 lncos&r cos&c — 1 


lim 


— 2 sin 2 专 

- 2sinZ f 




【 540 】 lim In 


nx 


+ 71 -nV 


抑 i nx + *v/l — r^x 2 1 I , 

解 lim In - 1 _ = lnl = 

h L x + V \~ x 2 」 

【 540.1 】 lim ln(nr + 

^ ln(x+ypr?) 


解 


l ；m ln(nr + \/l — n 2 x 2 ) 

^ lnCr+yP 1 ^) 




)im (nr + 71 一 n 2 7-\)\n[\ + (m + V\ 一 — l)]—^ 7 ” 4 
Cr + l)ln[l + Cr + TT 3 ?- 




r + \/l ~ n z x 2 — 1 
x 4 - Vl — — 1 


j jm (nx — l) 2 — (1 — n 2 x 2 ) • x—\ — y/\ 一 

^ (x—l) 2 — (1—x 2 ) nx — 1— Vl—n 2 x 2 

iim~- 2 ^trr 2 - • J - 卜 = n. 

”0 —2 + 21 7U ： —1— Jl — n 2 x z 


【 541 】 lim 


-1 


(a>0). 


解令 f 一 1 = « ，则工 =1 。 &(1+0, 


所以 


lim 


把 lofeCl 


+ t) 


lim 


lo&d +/) 


\na. 


=\ - ina. 

lo&e 

注:此题的结果，后面经常用到. 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 一 ) 


【 542】 lim 
解因为 


—jf 
x — a 


(fl>0) 


a x — jf 


个 -(in 


x — a 


a^-\ n it) a - 


x — a 


x — a 


x 一 a 


y〆— 1 . 

aln — 
a 


aln ( 1+ 〒) 


x — a 


对 ^ 令工 -… ，则当 — 时，卜 0, 所以由 541 题结 


- . a 


果有 lim 


x ― a 


f-^O t 


\na. 


同样 lim 

a\n^ 


lirn +〒) = 1 


lim- 




a a \na — a a 


x — a 


【 543 】 lim 


x _a 


(a > 0). 


Inr^ulna 


而 


^ m x\nx — alna 


x —a 


lim( 

x-^a \ 


ar — alna 
x\r\x — x\r\a 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 一） 


而 


所以 


1 + 


1 + sinxcosfa 
siar( cosar — cosfir ) , 



^sinxCcosar-cosfa)^^ 

x^O 


1 + siarcos/2r 


lim 

J^O 


X 


cosar — cosfir 


lim 


1 + siarcos^fe 
cosar — cos 你 


x 


lim 


-2sin 呼 4sin 


X 


^/l + siarcosgx 
x^o ' 1 十 siarcos/Jr / 


e^. 


1545.21 


lim 4^^ 
sinCTTJ^) 


解 


i- sin(7tJ^) 
-r-i sin(7U^) 


lim 

i—i 


sin 

—TT (妒 一 1)] 

sin 

: TT(^-l)] 


lim gj 々(广 1 )] • 


•r-1 Tl(jf — 1) 


^-1 


lim 


_ • jf — 1 

sin[7r(j^ — 1)] — l 

1 Blnx alnx ( * y 


alar 




(* ) 利用 541 题的结果. 
【545.3】 1: 一 sin2(7r # 20 


解 lim 


^ ln[cos ( 丌 • 2 X )] # 

sm 2 (7t • 2 X ) 


ln[cos(7r •2:)] 
4sin 2 (7r*2^ , )cos 2 (7f2^ 1 ) 


lim 

hi 

lim 


ln(l-2sin 2 (7f2^ 1 )) 
-2cos 2 (7r>2^ 1 ) 
ln[l — 2sin 2 (7c • 2 J ~ 1 )] - 2iin z (ir 1 .^-： 




2 . 
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. 函数的极限 


第一章分析引论 


【 546 】 


!™ tanW (f 


A 


解迚 tan ”(f + 士 ) 


lim 


1 + tan 


1 - tan 


1 + 


1 1当•当 


lim 


1- 


2tan 


2tan — 
lim - — 


2tan — 
lim - 


— 1 — tan — 

n n 


+|)=e 2 . 


【 547 】 


解 


I lim 

f o sinar — sin^Sr 
lim 

f o sinar — sinflr 


lim 




2 cos 


^xsin 




y e ^-1 __ 2 




cos 



=Ine = 1, 

【 548 】 lim 

jr-^a Q： 


(a>0) 


解 lim 




lima 1 


(打 -i 
(f/-i 
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多维奇数学分析习题全解(一 


lirna^ 


^-1 ^ U a 


aln 


-1 


Qa-^O) 


【 549 】 

M x — b 


(a>0). 


解 

【550】 


lim^^ 

x^b x — b 


lima 


x — b 


a b \na. 


解 


a rHi + a ^h _ 2a ： 

lim - — 2 - 

hr^o h 

由 541 题的结果有 


(a>0). 


k^o h 


所以 


lim 


±a ： 

h 


lna ， 

l -2a : 


㈣ al± ^ 
^{^) 2 = aXWa - 


15511 lim 


Cr + a 产 Cr + 6 严 
(x + a + 6) 2 ^ - 


解 


y tm (x±a)^U±by^ 

^ (x + a + 6)™ 

r 卜奮广 (O 

-iS 0 丨 a + 6)_ 


r (i + fr a (i + fr(i^r(i^y 




a+6\^ 2(<rW (, , a + 6 


(h 


— e fl • e _ • (a+w 

一 e 2(aH)> — c • 

【 552 】 lim ； 2 ( 石 一 1) (x>0). 


解 — 1) = lim 


lnx. 
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n 


【 553 】 limn 2 (-Tr — (.x > 0). 

解 

fi^cc 

= Wmn 2 (x 士 一 x^ 1 ) = limw 2 • x^ 1 (x 鹹上 ” — 1) 

ir^oo n-^oo 

i- : r" 《丄 1 > 一 1 n 2 i 
=hm - • - = lru：. 


n(n + l) 


n(« + l) 


【 554】 lim (色 


一 1 + 




(a>0,6>0) 


解因为 


limln (- 


-1 + 


备 ) 


• An 1 + 




lirmi • ^~~^ln 

n^oo a 


6- -1 


lim 


\nb 


所以 li m (^-l+^) W = e 1 ? = 6-. 

n-^o \ a 1 

【 555 】 lim(^±^) n (a > 0,6 > 0) 


解 limln (&^) ； 


limln (1 + 




-1) 




V^fV6 


lim 


—l , b n — 1 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


(\na + \nb) = In 、 


所以 



【 556 】 lim( 


3 


j. 

r 


(a>0,6>0,c>0) 


解 Iim n±< 


lim(l + 

x-^0 \ 


e* (Ina+lnfr4-l 




Yabc. 


- 1 ) 


J — 

r +r^ 


ax 


15573 H—a 


卜 】 + P 1 + ^ 


+ 6 + c 


) 


(a>0,fe>0,c>0) 


解 


+ 1 + 


l^ In (- a+6 + c 


Hml(^ 

x-*o x \ a 




+ b + c 


ln(l + ^ 


- bb ^ 1 +产 


a+b + 


TA a 


a T -l 

X 


一 1 ) 


+ 6 匕 


c 


X 


C J -1 
X 


1 


a+b + c 


(alna + blnb^ c\nc) 


\n(a a • b b • c c )^^ ， 


所以 = ⑽ v ) 去 


【 558 】 

解 


(a>0,6>0) 
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. 函数的极限 


第一章分析引论 


lim 丄 ( 

a— 0 x \ 


〆+〆 一 〆 一 浐 、， 1 + 


a x + lf 


) ln 


- a x 

- 1_ _ 

a^+lf 

a l2 +〆 一 〆 —If - 


1 -1 , If 


1 a J 


x 2 


1 - 

■ 


( — \na — \nb) 





巧 r=a 


•s/d) 


【 559 】 


(a>0,6>0). 


解 




lim( 


-1 If 


l\ _1 

’• 0 ¥) 


(\na — ln6) 


(lna — \nb) z \na — W 


【 560】 lim 


a x — x a 


U>0). 


解 lim 


a x -j： a 


lima 


(o x - 


… 一 1 
X -J^ 


of \na, 


【⑹】 ⑴炷 } 

解 (1) i^^TT^ 


(2) lim 


ln(l + 30 
lnCl+2") 


•(音厂 


1X1X0 


⑺ i. ln(l + 3 J ) _ j. xln3 + ln(l + 3~ x ) 
x^ln(l + 2:) — J l ^L : rln2—+ ln(l + 2~ 7 ) 



吉米多 维奇数学分析习题全 解(- 




ln3 + —ln(l + 3- x ) 


lim 


ln2 + ^-ln(l + 2- J 


ln3 

k2 


【 562 】 lim ln(l + 2 J )lnfl + -) 

J-^oo \ X / 


解 


Urnln(l+201n(l + |) 


li m l n (1 卞 x ) xln2 4 - ln(l + 2~ x ) 


31n2. 


【 563 】 lim(l — oOlog^ 


解 lim(l — xMog^ 


!^ (1 _小韹 


limln2 


ln[l + (x-l)]^ 


ln2. 


【 564 】求证 ：lim < 

I —應 ^ 


a 


(a> 1 ,ti>0) 


证 


于是 


当工 > 1 时，存在唯一的正整数 h 使得 
k^x<k + l. 


而当 ： r-H~oo 时， oo, 所以由 60 题结论有 

Hm (^ =lim (i+^.a = ( 


lim 


【 565 】求证 lim 


loga 工 


(a> l,e>0). 


证令 lo&X = £ ，则 X 
所以由 564 题的结论有 


V ，且当 x-H-oo 时， 



• 函数的极限 



分析引论 


r^+<» x £ 


lim 


lim 


x £ (a i y (a*)’ v# 

求下列极限 (566 〜 597). 

【 566 】 (l)li mi k K- + ll ； (2) lim 


解 


L/ ^lnU 4 +e^) 
i- lnCr 2 +eO _ 


VW IIIA1 / i , Oy. V • 

(x 4 + ） 

•r + ln( 1 + x z e~ z ) 




1 + ln(l+^e-) . xe ， 


(2) lim 


In (工 2 +60 

In(x 4 +>) 


. m 工 + h(l + g) 

2x + ln(l + J;) 

1 + 丄 -111(1 + 芩 ) 

b + I . Kg ) 


15671 lim >(1 十 ^^ 

ln(x+ \/l + x 2 ) 

解 lim Jna-ir^gj^ 

ln(ar + Vl+x 2 ) 

ln(l + xe^) 

t x • e 1 




In 1 + 


^lnCl+x 2 ) + 


IT? 


TT^ 


yrr ? 

ln(l + 工 〆 ） 





吉米多维奇数学分析习题全解 ( 一 ) 


- 1X1 _ 1 

o+ixi L 

【 568】 lim C(^+2)ln(x+2) — 2(x+l)ln(x+l)+xlarJ. 
解 lim [(x + 2)ln(x + 2) — 2(x + l)ln(:r + l) +^:lar] 

= tW 1 + 击 r - W 1 + 士 ): + in 剖 

=lne— lne + Ini = 0. 


【 569 】 



(a>l). 


解因为当 x-^+0 时， lnx—— oo 


■ lnor 

lim \n(x\na) • In i x 

In — 




Inr4-ln(lnci) 


limlnf 1 + 

2—H) \ 


2\na 


Inx— 1 


na I 




【 570 】 lim In 


x+/?TT 

x+ -/x 2 — 1 


In" 2 


x±l 

•r-l • 

* 





. 函数的极限 


第一章分析引论 


- li 




1 ++ v ^ 7 ?) 


【 571】 lim 

•r^O 


1 +xsinx — 1 


解 




lim 


xsiar 


( 〆 一1)( 71+0^02： +1) 


sirur 


lim 


JT .0 0^ 


1 + xsiar + 1) 


【 572 】 lim 


cos(xe T ) — cos(xe _T ) 


解 lim cos(xe-)-cosUe-) 


lim 


2sin j(gr + e " X) sin j(eJ ^ e ~ J) 


lim —2 




S i »—” 


xCe^ + e _x ) 


xC ^ — e 


+ — e 

A? 
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米多维奇数学分析习题全解(一) 


— lim 


e 1 -e _x 


【 573 】 


— 2 lim 




e^-l 1 
2x • ? 


— 2 . 


解 iimln(2e^ -1) 


^±1 


ln[l + 2|e^-l)] x2(e -^ I _ 1) 

— 0 i 2(e* -1) 

lim£ i±l x 2(^l) x , 

X X 工十 1 

lim^ix2^i = 2, 

x-0 X 十 1 X 


所以 


lim(2e* -l) J 

J^o 

【 574 】 lim(2-x)^. 

m s ^ 1 

limln(2-x) sccJ ? 

^1 


^±1 


lim - 

—cos ¥ 


ln[l + (l-x)] 


所以 


JL( T — i ^ 

Iim _^__Lln[l + d-x)] x l 

^sin|U-l) l - * 27 K 

lim(2 — x) 3 ^ = e 音 . 


[5751 


lim —— 


1 — sin^j ： _ 

sirfx)(l — sir/x) 


An 


V 


(a>0,^>0). 


• 函数的极限 第一章分析引论 



1 _ ^(a+^)lnsiar 

• — (cr + 卢 )lnsiar 
alnsinx 


(1 _ 


nsinx 


— (a+^lnsinx 1 


Va^ (— lnsiax) 


a 0 


注意 : lnsinr <0, 故 /lr^siiir =— lnsiax. 

【 576 】 (1) lim^ ； (2) i ;(3) lim^. 

jr-^O X j^O X 


( 参照 340 题 ). 


解 （ 1) lim 






• J -l "I 

—x . 


(1 + 1 ) 


(2) lim 


cKr — 1 


lim 


e" + e_: — 2 

2? 




lim 

•i^O 


— 1 I e - 号 一 

X X 

2 2 


(3) lim — = lim 」 ^ 
x-o x w) + e x 


4X2 


【 576. 1】 lim 


sh 2 j: 


解 lim 


: r-o ln(ch3x) 

sh 2 x 

ln(ch3x) 


( 参照 340 题 ) 


lim ^： 


：2X ln[l-hy(e- 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


limf 

^-*0 \ 


-1 


f (e ' 


2x 


In l + + (e 音： -e+) 


(^ i ) 


e" •夺 


9. 


【 577】 lim 


sh 


+ : — shy^x 2 —x 
char 


解 sh Vx 2 — sh Vx 2 — x 


2sh 


+ 工 一 J£• — x • c h \/x 2 + x + Vx^—x 


而 


lim 

•r^foo 


V +X— V^T 2 —X 


=lim 




ch 



lim 


2 


chx 

I _ V T ? -fy4 - V Z^-T 

y + e - i 

( ^ ■r 2 ~kr+ y/ t 2 -x_^ ) 1 0 -〈 ^ U >/j?—r) 

2 1+e 一 2 " 

(Vx 2 +x+ n/x 2 —X \ 


所以 


lim 


Kv^TI+x 


x^rx 


lim 

x-Hoc 


sh y/x 2 + 3 ： — sh y/x 2 —X 

chx 


lim 2sh 


xM 7 






• 函数的极限 第一章分析引论 


【 577. 1】⑴ lim 


shr — shfl 


x — a 


(2) lim 


chr — chg 
x —a 


解 （ 1) lim 


lim 


shr — sha 
x — a 

• fe x -e a 

! L x —a 


f] 


lim 


x — a — Cx —a) 


4(e^+e 


cha. 


(2) lim^~ cha 

x^a X — a 


,• 1 r^-e" , e 一 ：一 e~n 

1 i. 「 e" — 1 i e -(«> — i 




去 （ e fl —e~°) = sha. 


- \nchx 


【 577.2 】 lim • 

Incosx 

解 lim 

x-o incosa: 


k ln(l-2sin 2 4 


-2 


lim 


^(1 + ^ +€ 2 -~ 2 ) - 2sin 2 


e J + e 一 i — 2 


e" + e~ x - 2 


ln ( 


2sin 2 f 


X lim 


2sin 2 
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• 函数的极限 第一章 


所以 


limw 2 T 
ir-^oo L 


+e _ 


—— lncos f ] 


limn 2 [ln(l + + ( e 右 -e - A ) 2 )- ln(l - 2sin 2 竞 )] 


lim 


(1 + + (e 彖 —e _ 孟 ) 


e 2 * 


tn ) 2 


7C 

2^ 




K 1 - 2 ㉝ ) 

- fn 




.tt! 


兀 

2n 


2 2 X 孝 + 车 


tt 2 , 


ch 五 

lim - — 

一 cos 五 


【 581 】 


lim arcsin \-r X . 

^4oo 1 十 JC 



• • 1 — x 
lim^arcsin 


—-1 

lim arcsin -y - 

—OO 丄 +1 

x 


arcsin (— 1) 


= - 


【 582 】 lim arccos( y/a 2 +x —x). 

x^ 4 oo 

解 lim arccx>s( — x) 


lim arccos 


_ X _ 

Vx 2 +X +0 ： 


lim arccos 


1 + t +1 


arccos 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


【 583 】 limarctan ~ 

j- 2 (X—2) z 

解 limarctan 7 ^~ 去 I = 

^2 {x — Z) 


【 584 】 lim arctan -- x 

x ^~ ca yi+x 2 


解 


lim arctan 


TTx^ 


lim arctan 


arctan (— 1 ) 


1 + 


【 585 】 lim arctan ^ jr + 厶 ） 一 arctaar 

A —0 k 


解当 

所以 lim 


0 时， arctaar-►O . 故令 f = arctanx ，则 : r = tan/ 


arctaar 




tan(arctan(:r + /i) — arctaar) 


x-\-h — x 
1 + (x + h)x 


l+iCr + /0’ 


所以 


arctan(x +A) — arctanz = arctan 


1+xCr + Zi) 


lim 


arctan(x + /i) — arctaar 

h 


arctan 


lim 


— 1+ 工 (: T + /0 

h 

1 - x(x-\-h) 


W ^ 

l + o:(x + /i) 


1+x 2 - 


【 586 】 lim 


l±x 

1 一 x 


arctand +x) — arctand — x) 
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• 函数的极限 第一章 t 分析弓I论 


解 lim 




o arctanC 1 +x) — arctanC \ — x) 




lim 


2x 

1 — X 


Zx 

2 一 x z • 2 — x l 

i 2x 1— x 
arctan -- o 

Z—x 


【 587 】 lim warctan 


” Cr 2 + 1) + 


㈣ (f+fj]. 


解 因为 limnarctan 


w(x 2 + l)+x 


lim 


arctan 


nCr 2 + l)+x 


w(x 2 + l)+x 


nU 2 -\-l)+x 




limlntan" (- 7 - +^)= limwln 

n-^00 \ 4 uJl / n^oo 


1 + tan ^ 


1 — tan 


2n 


2 tan 


In 1 + 




1 - tan fn 


2tan 盍 


tan 




x 

Yn 


1 — tan 


2 ^ 


1 — tan 


2 ^ 


lim I narctan 
n-^00 L 


7iCr 2 + l> + 


tan 


(f+ 盍 )] 




l+x 2 . 





arctan 


【 588 】 lima: (-7 - 

:r^oo V 4 

解 linxr _ arctan 


+ 1 


)• 


+ 1 


arctan 


limxarctan 


2x+l 


lim 


2 x+l 


2x+l 


2 x + l 


【 589 】 lim 




arcsin 


Vx 2 +\r 


解因为 


sin 


Vx 


t) = cos ( 


arcsin 


vx 2 + 1 



- sin 2 arcsm 


) = 7 ^ 


Vx 2 +D 


_7T 


arcsin 


v ^+1 


arcsin 




所以 


lim x( 


JL 


arcsin 


vx 2 + 1 


lim xarcsin 


/x 2 + l 


arcsm 


lim 


vV+1 


1 


yp+r 

(-1)” 


Vx z + \ 


【 590 】 + 

Ti J 

m 因为 


cosec(x V 1+n 2 


*Vl+n 2 ) 


limcosec(7r \/l + w 2 ) • ln(l + 


(- 1 ) 
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• 函数的极限 第一章分析引论 


ln « 


lim 


sin(n7r 


T+V) 


(- 1 ) ; 


lim — 


sin 


-i 

n + yi-hn 2 


lim 


所以 


im 

r，ooL 


-丄 - 7^==^r 

_ n _n+yiT^ 

— 1 . — 1 
-: - 兀 sin - 邊 ■ 

w+ \/1 +n 2 n+ y/\ +n 2 

( — 1 )n -icx»cc(x%/ 1 +>i 2 ) i 


lim 1+^-^ 


•ir - 

n - 


【 591 】 lim 


x 


解令 


，贝 !] 当 *r — 0 时 d400, 


所以 




注 : 最后一步利用 564 题的结果 . 
【 592 】 limorlru:. 


解设《 = 丄，则当 x^+0 时 f oo , 所以 

X 


limxlaz = lim 


- In/ 


注:最后一步利用 565 题的结果 . 
【 593 】 （ 1) lim(/r 2 +x- ： r) 

X » 

(2) lim (-\/x 2 +x — 工 ）. 

X 

解 （ 1) lim ( a/x 2 + X — x) = 


(2) lim (\/x 2 +x —x) 


lim 
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吉米多维奇数学分析习题全 解( 


■ 


lim 




+ i 


【 594 】 （ 1) lim (>/l+x + x 2 - yi-x + x 2 )； 


(2) lim {V\+x + x 2 - 71-x-t-x 2 ). 


解 （1) 注意当工 < 0 时 , x =— #，所以 


lim ( \/1+ x + X 2 — ^ 1 — x + 


lim 


2x 


l+or + ^ + yi-x + x 2 


lim 


-2 




(2) lim (Vl + x + x 2 -Vl-x + x 2 ) 


lim 


2x 


r 咖 Vl+x + x 2 -{-Vl-x + a: 2 


lim 


i+ 士十 


【 594. 1 】若 


/(x) 


l n j+ Vx 2 +fl 2 


求出 /i = lim fix) — lim fix). 


解当工 < 0 时，一 ：1：= y ? ■，所以 


lim /(x) — lim /(x) 

oo 


1+J1 + 




把 1 n ― 7=f~ ji^ ln ^ 

W 1+ S 


-l. 


^T¥- 
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5. 函数的极限 



lim In 




lim In 




+ i 





一 2ln 孕 . 


【 595 】 （ 1) lim arctan -- ； 

”i-o 1 — x 

解 ⑴ lim arctan — = 

^l-o 1 — X 


(2) lim arctan - - • 

•r-^1+0 1 — X 


丌 


(2) lim arctan -- 

^-1+0 X 


7T 


【 596 】 (1) lirn^-r； (2) Urn 


1 + e: 


解 （ 1) 当 1 — 0 时 , 


x 


〜，所以 


lim - j = l； 

Hl+e+ 

(2) 当时，丄 4+oo , 所以 

X 


lim 


l + e+ 


0 . 


[597] (1) lim 祖 + e :) ; (2) lim ㈣ 1 土 ，) 

X-^<» X X 


lim 坠 1 


解 （ 1) lim -- (1 - + - er) 

X 

(2) lim ln(1 ~ j - gf) = lim i+ln(l + e- J ) 

: X x^+<« X 

【 598 】 证明： 


e_ 

X 


1 ) 当 


X 


时’盖― 2 + 0; 


(2) 当 : T—f OO 时 , 


2 x 


1 +x 


2 - 0 . 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


证显然 lim 
(1 ) 若 x 

2x 


2x 


1 + x 


1+x 

« ，当 lx I 充分大时 

O 

> 2 . 


+ 丄 

X 


于是当 X 


时 , 


2x 


1 +x 


2 + 0 . 


( 2 ) 若 : c> 0 , 则 0 < 


2x 


1 + 


x 


< 2 . 


于是当 x 


时 


2x 


，1 + 


x 


2 - 0 . 


【 599 】 证明： 

( 1 ) 当 0 ：一 0 时， 2 X ，1 — 0 ; 

( 2 ) 当 时 , 2 ^ —1 + 0 . 

证显然 lin^ = 1 . 

2^0 

( 1 ) 当 x< 0 时， 0 < 2 ^< 1 • 于是，当 : r-^- 0 时， — 1 - 0 . 

( 2 ) 当工 > 0 时 A > 1 . 于是，当 + 0 时 A — 1 + 0 . 
16001 若 : /Or) sor+O 2 ] ，求 : /(1),/(1-0),/(1 + 0 乂 
解 /( 1 ) = 2 , 

/(I — 0 ) = lim (x + [x 2 ]) = lim (x + 0 ) = 1 , 


limCx + Cx 2 ]) 


/( 1 + 0 )= 

【 601 】 若 : /(*r) = sgn(sin7rx) 

求 ••/(«)，/(« -0 ),/Oz + 0)0 i = 0, 士 1, …) • 
解 f(n) = 0, 

/(« —0) = lim sgn ( sin 7 rx ) = (― 1广 

J ” r 0 

/(w + 0) = lim sgn(sinTrr) = (— l) n 

x-^t+O 

72 = 0, 士 1 , 士 2, …. 

求下列极限 (602 〜 606). 


jim(x + l)= 2 . 


【 602 】 limr 


V cos 7- 
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• 函数的极限 第一章分析引论 


解因为 ^ cos 士为有界函数，所以1^+ 05 士 


【603】 liri^r [士] • 


解因为 


< [士] < 


(x 关 0) 


而 

所以 


当 x> 0 时， 1_ ： 1 ： < ： 1 ： [ 士 ]<1; 
当 x<0 时， l_:r> [士] >1. 

lim(l — 工） =1 ， 


limrr 丄 "|= 1. 

【604】 limsin(jr W + 1). 

rr^oo 

解 limsin(ir \/ w 2 + 1) 

ir-^oo 

= lim (— l ) n sin (7 r \/ n 2 + 1 — nic ) 

rt^oo 

= lim (— 1 广 sin - ; - : 士:: - 7 r = 0. 

— y/n z +T + n 

【605】 limsin 2 (ir -Jn 2 +n). 

M limsin 2 <7t Vn z -\-n) = limsin 2 [k( Vn 2 -\~n — n)] 


^ Sin 2 ( v ^+"/) 


limsin 2 


二 2 n 


1 + t +1 


【 606 】 lim sinsin* ## sinx. 

rr^o 、 V 〆 

ri 个 

解先设 3 C ， 这时 0 < sinr ^ x ， 从而 
0 ^ sinsiar ^ sinr ^ 1, 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


依此类推有 

0 ^ sinsin* ## sinr ^ sinsin … siar < 1, 

v V . 、 V ’ 

71 个 yr— 1 个 

即 sinsiivsinr 是单调减少的有界数列 . 从而 ， lim sinsiwsinr 存 


r? 个， 

在，设为 A ， 显然 0<A<1 .因此 


72 个 


lim sinsiminr = sin(lim sinsin."sirur) = sinA 


rt—l 


因此 

再设 

则 

且 

因此 


_ n < *r < 0 ， 

0 X ^ 7Ti 

sinsiminr =— sinsin—sin(—x) ♦ 
lim sinsin-**sinr =— lim sinsin--sin( 


n 个 ?! 个 

再由 siar 的周期性，得 对任一 有 

lim sinsiminr = 0. 

、 V • 

n 个 

【 607 】若 limp(jr) = A 及 lii^0(x)= 
\imp(y>(x)) = B? 

研究 下例： 


B , 由此能否推导出 


当 ： r = f ( 式中 /> 和 g 为互质整数）时， 〆X) 当 0 ：为无 

理数时， p(*r) = 0; 

当工古 0 时， 0(x) = 1 ； 

当 Jr = 0 时 ,0(jt) = 0 . 而且 x-^0. 

解不 ^ 定.例于对于函数 



当工 =f( 其中 /> 和 9 互质）时， 
当 : r 为无理数时， 



及 

显然 


0(J) = {:: 
lim ^( x ) = ( 


• 函数的极限 第一章分析引论 


当 ： r 关0时， 
当 *r = 0, 


(p(<p(x)) 


但 心⑴）^ 1 ,当工为有纖时， 

10,当：为无理数时， 

所以不存在 • 

【608】证明柯西 定理： 

如果函数在区间 U ，+ CX )) 有定义并且在每个有穷区间 U ，6) 
内是有界的，则 

(1) Hm = Hm [/(x + l )-/( x )], 


(/( x )> C 〉0)， 


(2) lim [/( x)]i = ]im (/( x )> C 〉0)， 

J (X) 

假设在等式的右边极限都存在. 

证 （1) 设 

lim [/(:r + 1) — = A . 

X-^+OO 

则任给 e > 0, 必存在 正数不 > 0, 使得当 x ^ Xo 时，恒有 

I /Cr+1)—/Cr)-A |<f. 

现设 > X 。 + I ，于是存在一个唯一的正整数 W 依赖于 x ) ，满足 
n < jc 一 Xo <n + l •令 r = x — X 。一 w ， 则 
0 ^ r < l*x = x 0 +n + r . 

于是我们有 


n 

X 嶋 


XXo+r) 


■ 

+ 

■ 


/(Xo + r ) 


(X 0 +r)A 




吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


显然 


■ 

n _ 


\x) —/(X 0 +r) 


A 


〈 /(X。+r + ”） — f(Xo +r) 

、" n 

=—1 y] [/(x 0 +r + 々 ) —f(X 0 -\-r + k — 1) — A] 

n k^\ 

<丄 2 l/(X 0 +r + «-/CXo+r + *-l)-A| 




3. 


由假定知 fU ) 在 X。< x < X 。 + 1 上有界.故存在兄 > 0 , 使得 
当 x> 不时， 


(Xo+r) 


<4 (0<r<l). 


另外，显然存在 x 2 > 0, 使得当 : c > X 2 时， 

(X 0 +r)A - 

—I~~ <T 

令 X = max{Xo + UX^X 2 } ，于是当 : c > X 时，必有 

胆 一 A < £ ， 


• fix) 

I TY\ •* - 


lim 


lim (fix + 1) — fix)). 


⑵设 


lim 


•Cr + 1) 


^ fix) • 

因为 /Cr) 多 C>0 ， 

所以 B 彡 0 . 下面证明 B>0. 事实上，若 B = 0, 则必存在 X Q >0 
使得当时， 


0<背<音 


于是 


0 < 


•(X 0 +n) 


/(X 0 ) 



s . 函数的极限 :, 第一章分析弓 i 论 


/(X 0 +n) /(Xp+n-1) /(Xq+1) 

/(Xo + n-1) • /(Xo+n-2) •… /(X 0 ) 



故 lim /( X 。 + n ) = 0 ，这与 fU ) > C >0 相矛盾 • 因此，有 B >0. 

由于 / Or )> C >0, 且 /( x ) 在每个有穷区间 U ，6) 内有界，故 
ln / Cr ) 在每个有穷区间 6) 内也有界，并且 


lim ( ln /( x + 1) — ln /( x )) = lim In 


/Cr + 1) 
fix) 


\ nB . 


于是，将 (1) 的结果用于函数 ln / Cr )， 即有 


lim {n ^ - = InB , 

X-^fco X 


因此 jim /( x )*^ = B . 

【 609 】 证明 :如果 (1) 函数 / Cr ) 在域 《 r > a 内有 定义; 
(2) 在每个有限的域 a < x < b 内 有界； 


(3) lim [/(x + 1) —/( x )] = oo . 


则 lim 

^^4oo 


fix) 

X 



注:原 题应改为如果 (1) fix ') 定义在域内， 

(2) 在每一个有限的域 a < x < b 内为有界， 

(3) lim [/( x + 1) —/( x )] =+oo (或 一 oo ) 

-r-^foo 

贝 ij lim ’(4 =+ oo (— oo ), 

X 


原题中条件 (3) 误为 lim [/(x + 1) 一 /(X)] 


= OO 


结论误为 


= 難 ，按下式定义在％ + ⑷上_数々) 


/(x) 


2 n x 6 [2 n »2 n +1) 

一 2 n x G [2 w + 1，2 tz + 2) 
显然 fix ) 满足条件 (1), (2) 并且 


n 


0，1，2, … 


lim [/U + l )-/( x )] 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


但 


. fix) 

1 tyy ■* 


Urn 00 , 

r _ * QQ X 


事实上 Hm 

j » 4 oo 


fU) 一 _ 


X 

证只须证明 lim [/ Cr + l )-/ Cr )]=+ oo 的情形•这时要 


证明 lim 


fU) 


， VE >0,3 X 。 >0,使得当: r > X 。 时 


fix + 1) — f(x) > \E. 现设 ： r > 2(X 0 + 1 ). 则恰有一正整数 n ， 
满足 n ^ x — X 0 <«+1 ，令 r = ：r — X 。一 ” ，则 0<r<l，：r = 
X 0 + T -\- n . 由于 W + 1〉 J ： — X 。〉^0+2，故7?〉叉。十1〉^0 
+ r . 从而 

x = X 0 +r + n < 2n, 


〉 7. 


u) 


.Cr) 一 /Cr 0 + r) 」 /(X 0 +r) 


故 


(x)-/(X 0 +r) 


— ^ C/(Xp +r + 々 ）—/(Xp + r + ^ — 1)] 


〉一 X w • 4E = 4E, 
n 

n /(x) — /(X 0 + r) 


>2E. 


由于 /(* r ) 在 X 。 < 工 < X 。 + 1 上有界，故存在正数不，使得当了 
> Xl 时， ’ (Xo + r) <£. 

JC 

令 X = max {2( X 。 + 1)， Xi }, 则当: r > X 时，^ ) > £:， 

X 

即 lim =+ oo # 
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_ 5 •函数的极限 | 第一章分析引论 

【610】 证明: 如果⑴函数 / Cr ) 在域: r > a 内有 定义; （2) 
在每个有限的域内 有界; （3) 对于某个自然数〃存在着 

有穷或无穷极限 lim /(1+'—迦 = Z ，则 

Sl 


lim 


fix) 


72+ r 


证我们先证明一条一般性的定理： 

若 (1) 函数 /( x ) 与 gCr ) 都定义在 jt > a 内； 

(2) / Cr ) 与 gU ) 在每一个有限区间 a < oc < b 内均有界，并 
且当 x 〉 a 时 + 1) 〉 g (: r )， 又 lim g ( x ) =+°°; 

JT^+OC 

(3) 存在极限 



g(,X-\- 1) — g(x) 

( Z 为有限数或为 + oo 或为一 oo )， 


则必有 lim ^ = /. 

co gKX) 

证明如下： 

第一情况 J 为有限数.任给 e >0, 存在正数义。>心使得当 x 
时，恒有 

/(x + l)-/(x) J 6 
g-(j：+ 1) — g(jr) I 2 * 

现设 I > X 。 + 1. 于是存在唯一的整数 n (依赖于: T ) 使得71 < I — 
X 0 < 72 + 1，令 r = 了一 X 。 一 n ， 


则 

因此 


0<r<l ， x = X 0 + r + 72 ♦ 

/(x)-/(X 0 +r) 7 

g(x)~g(X 0 +z) 

_ yi g(X 0 +r + ^) — g(Xp +r + 裊 _ 1) 

一合 g(x) — g(X 0 +r) 

f/(Xp + r + ^)~~/(Xp+r + ^ —— 1) _ jl 
• lg(Xo+T + k)-g(Xo+T^k-l)~ l ] 
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而 


(Xo +r + 是） —f(X 0 +r + 6 — 1) 


g(X 0 +r + ^) — g(X Q +r + 々 —1) 


-/ <4 


l,2 ， ." ， w). 


又由于 

g(x) 

从而 


g(X 0 +r+w) 〉 g(X 0 +r+n — 1) 〉 … 〉 g(X 0 +r ) ， 


(X 0 + r + 走） 一 g(X 0 -hr-hk — 1) 
gU)-g(Xo+r) 


>0 


1，2,…， n ) 


由此. 1^^-/ 


并且 


< i § 


(X 0 + r + ^) 一 g(Xp+r + 走 一 1) 

g(x)—g(X 0 -hr) 


■ 

1 - 

■ 


(X 0 +r) 


1 f/(x)-/(X 0 +r) 7 1 

J —g(X 0 +r ) 」 


L g ( x ) 」 lg ( x ) — g ( X 0 + r ) 」 

■ f ( X 0 + r ) — lg(Xp + r ) 

gU) • 

由于 lim g(:r ) =+ oo ， 并且 fix ) 与 gU ) 都在 X 。 < «r < X 。 +1 
上有界，故必存在 ^ > a , 使得当 x > X x 时，恒有 


(Xq + 1) 
gCr) 




/(Xo+r)-te(X 0 + r ) 少 e 

gU) 

令 乂 = 11^{不，叉。+ 1},于是当 : r>X 时， ^-/|< e . 
因此 lim ^ r\=L 

^-foc gKX) 

第二种情况: / =+ oo .任给 M > 0 ，存在正数 X 。> a ，使得当 
:时，恒有 
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第一章分析引论 


(x + 1)-fix) 


>4M 9 


g(x+l)-g(x)^ T 

与前面一样的证明 , 可得当 X > X 。 +1 时有 


f(x)-f(X 0 +r) 

g(x)-g(X 0 +r) 

_ sp g(X 0 +r + ^) —g(X 0 +r + 是 一 1) 
k^\ gU)—g(X 0 +T) 

./(X 0 +r + ^)-/(Xo+r + ^-l) 
g(Xo + r + 是） —g(Xo + r + A — 1) 

、 dM V gd + r +A) — g(X 0 +r + ^~ 1) 
^ h g(x)-g(X 0 +T) 

= 4M, 


>4M2 


并且 


f ( f > 


1 - 

瞧 


(X 0 +r)l/(x) — f(X 0 +r) 


g(x) 」 g Cr)-g(X 0 +r) 


而 


,/(Xp+r) 

容 ( x ) 

lim g(x) =+oo, 


以及 /(x), g(:r) 在 X。 < :r < X 。 +1 上有界,故存在正数 X x >a 
使得当 o ：〉 不时， 


(X 0 +r) 

g^oc) 

(Xo+r) 


尽 (x) 


<7 


<M 


令 X = maxUo + 1, 不 } ，则当 x > X 时，恒有 


g(x) 2 

lim 巧 =+oo. 

g\X) 


M ， 


第三种情况 :Z=-oo. 则设 FCr) =— /(X), 因此 


lim 


F(x + 1)-F(x) 

g(x + l) — g{x) 


: + 00 , 


由第二种情况的证明，我们有 lim 


Fix) 

容(工） 


=+ 



吉米多维奇数学分析习题全解 (一） 


因此 lim ^ =- oo . 

g\X) 

现在我们应用此一般性定理来证明本题.设尽 (X) 
满足一般性定理的条件，并且 



，则公 ( 工） 


lim 


( x + D - Ax ) 


g(x+ 1) — g(x) 


lim 


(x + l )^ 1 - 




(x + D-rtx) 



+ 02 + lXr + l 


02 +l>x" ++0i + l>ra: w - 1 + … + 1 


n + 1 f 

因此 lim = lim /^+ l > r / y =- i -. 

x—foo X^ 1 •r^foo (: c+l)” 一 : C” n+1 

注:原 题所说明无穷，必须是带符号的无穷，即 + 〜或一 
参见609题的注. 

16111 证明： 


16111 证明： 

( 1 ) lim(l + —) = ^ ； 


(2) J^(l+x + fj + …+ 氕 )=A 

证 （1) 当0： = 0时，等式显然成立. 


当 J ： 关0时，令％ 


兰，由 71 題的结果，有 


lim(l + -) n = lim「(l + 丄疒 T = #• 

ir-oo\ n / >„-ooLV y n / 

(2) 当 x = 0 时,显然.先讨论 a : > 0的情形.由牛顿二项式定 


理得 
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• • « 


( 1 + f 卜… + 卽—士卜 

+汾 1 -士卜( 1 - ! ^) 

<l+x + 4 + … + A 


另一方面，当 m > n 时，有 


( 1+ 盒 )" > 1 + 工 + 善0—士) 十 … 

+訃-士)…(卜#)- 


令 w 


•ooU 保持不变），得 

^ ^ 14-x + fr + ' 


+ S ， 


因此 lim(l+:r + |^ + …+ 吾 )= y (x > 0). 

由 

于 (1+I+II+ …+ 萏 )(i 一 1+ 赛 +… +( — 1 〉 ” 氕 ) 

= 1 +( - 1 )n (fi) 2 - 


而对固定的 x，lim 




0 . 因此对 x<0 , 仍然有 


^( 1 + 1 +||+…+ 氕 )=& 

【 612 】证明 ： limnsin(27rew!) = 2 兀 . 

提示 .• 利用 72 ‘ 的公式 . 

证由 72 题有 

e = 1 + i + x+ … +A+ 态， 

其中 0 <ft <1 ,因而 

limwsin(27rew!) 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (一 


免讀 [2 妨 ! ( 1 +1 + 去 + ••• +丄 + („ + n!Or+i))] 


limn • sin[27r( n 丄 1 + 


Oi + l) 


)] 


lim 




i_, _ft±i_ 

+i u+i) 2 


2k. 


绘制以下函数的图形 (613 〜 625). 

【 613 】 （ 1) ：y = 1—:r 100 ; 

(2) >^= lim(l-x 2 ") ( 一 1< 孑 <1). 

解 （1) t 图形关于: y 轴对称.如 613 题图1所示. 



y 

_ _ L _ 0 

-Jp- 


613 题图 1 


613 题图 2 


(2) ：y = limd-x 2 ") 

ff^OO 

如 613 题图 2 所示. 


(U I *r 1<1 ， 

\0j I x I = 1. 


【 614 】 a) y 


(2) y = lim 


1+x 】 


(x^O )； 


jT 


U^O). 


'〜 二 l+x" ' ， 
解 （1) 如 614 题图 1 所示. 

(0, 0<x<l 

(2) y = \-w^ x=l 9 
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x>l. 


• 函数的极限 第一章分析引论 





6H 题围 


618 题图 


解当 0 < 1 < 1 时， 1 < 71 +/ + (夸)”<3士， 

所以 lim ^1 +X" + (f) = 1. 

当 l < x <2 时 

x<^/i+^+(^) n =7 j：n (^ +i+ (f)") <^ x 
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. 函数的极限 


第一章分析引论 


所以]^7 1+ ?+(誓) 


当: r >2 时 


所以 


< V i + ^ + ( f )° 

= V( : f) B ((?) ， + 5 +i ) < ^ 

V i + x " + ( f )" = f - 


若 0< x < 1; 

若 1 <*r < 2; 

若2 < :c <+ oo . 


如618题图所示. 

【 619 】 y = lim —r===. (jc : 

s / 2 u + x u 

fO , 若 0 < :r < 2; 

解 y = i2y/2 9 若 :r = 2 ; 

^X 2 , 若： r > 2. 

如 619 题图 所示. 


U ^ O ). 


解 ： y 




619题图 


620题图1 


【 620 】 (1) 3^ = sm ]000 x; (2) y = limsin 2n x. 

rr^oo 

解 （1) 如 620 题图1 所示. 
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吉米多维奇数 _ 赶析习题全解(嘉) 


当 x + 号时， 

是= 0, 士 1, 士 2,…. 

当 X = 々7 T + 号时， 




• 函数的极限 第一章分析引论 




.吉来多维奇数学分析习题全解(一) 






o ^ 

624 題图 

n— (x> 0). 

X 

— 0C\ 






625 题图 


625.1 题图 


【 625. 1 】 y — lim 


¥+v^ 


(x > 0), 


+ 1 
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5. 函数的极限 第一章分析引论 


Vjc, 0 1 , 

解 ： y = ^ 1， 工=1， 

•: r, : r>l. 

如 625. 1题图 • 

【625. 2 】 y = linursgn | sin 2 ( nl ^ x ) |. 

若 x 为有理数，^可表示为某既约分数，故 
= 1工， 当 z 为无理数时， 
m 10,当 z 为有理 数时. 

如 625. 2题图所示 
【625.3】作出曲线 


Um TYJYlTyY = i. 

解 lim 7\ x I " +| ^ I " = max { \ x \ , I ^ |}. 

所以所求曲线为 max { I x I , I ：y I } = 1. 

如 625. 3 题图所示. 



625.2 题图 



625.3 題图 


【626】若 

lim [/ Cx ) — (kr +6)] = 0 

那么直线+6称为曲线 7 = / Cr ) 的(斜）渐近线，利用这个 
方程式推导出渐近线存在的必要且充分的条件. 

解先讨论渐近线从右边伸向无穷远的情形即 

lim \_ fix ) — {kx +6)] = 0， ① 

X-^ f CO 
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而当: r>0 时， 



X 


从而 lim 促 = k . ② 

X 

由①立得 Um ( fix ) — kx ) = ③ 

即常数 A,6 由 ②，③ 即 可得. 反之，若 lim 脸 = h 且 

x-^foo X 


lim [/Cx) — fcr] = b . 

则①式成 TT 即 y = kx+b 为曲线 ：y = fix ) 的渐 近线. 同理，若 

lim 八 工、 = k 9 

00 X 

且 lini [/(x) — fcr] = b . 

则: y = 是曲线 y = fU ) 的一条(从左边伸向无穷远的渐近 

线） • 


【627】 

求出以下曲线的渐近线并作图: 


(1) 厂 

x 2 + j :-2 ; 

⑵尸 

Vx 2 +x? 

⑶厂 

=々一工 3 ; 

(4) y = 

f-r 

⑸厂 

= ln( 1 + ) | 

(6) y = 

x + arccos — 


解 


(1) 因为 


l I^x z +x-2 





所以直线 x =1及 x =— 2为曲线的垂直渐近线 . 


其次因为 


lim^ = 
x 

= 1^+ 工 — 2 _1 — 々， 

WO x ) 


i. — x 2 + 2 x 、 

—i^?+x-2 _ l 
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. 函数的极限 


! H 


所以 ^ = x-l 为曲线的斜渐近线. 
如627题图1 所示. 



627题图 


(2) 因为 


lim = lim 

r-^-foo X 




lim ( /j ； 2 -f x —x)= 4 

r L 


bx ， 


lim 上 =lim ^ x +; =— 1 = 々2， 


lim (y-\-x) = lim ( ^x 2 +x — x)=—\ 

r ^ co x 00 u 


于是直线: y = r+ 专及: y=_:r_i 为曲线的斜渐近线.曲线 y 


为双曲线 


+ |) 




1在 Ch： 轴上面的部分. 


如627题图2所示. 
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. 函数的极限 


第一章分析引论 


⑷务 


lim 

X 




把(爲 一 :) = J^e^I = 0 . 


lim 


e x — 1 


0,6 2 = lim 


xe 1 

#-1 


故 : y = x 为曲线的斜渐近 线 ；: y = 0 为曲线的水平渐近线.函数在 
•r = 0处无定义（以后可以说明这是可去间断），如627题图4 


所示. 


(5) lim 的 - 十 - <) = lim 二也 一 广十 1 ) = 1. 

X X 

lim [ln(l + eO — x] = lim ln(e—: + 1) = 0. 

x-^+oo JT^+OO 

故 : y = ： T 为曲线的斜渐近线.又 

lim l n (l + 〆) — 0 9 lim ln( 1 + 〆 ） =0. 

X ，一 co X r 

故 y = 0 为曲线的水平渐近线.且曲线过点 A (0, ln 2) .如627题图 
5 所示 . 





627 題 S 4 


627JK 图 S 


4- arccos 


(6) ^ = lim 


lim [ (工 + arccos 士 ) —《r =号 
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吉米多维奇数学分析习题全 

故 : y = x + f 为曲线的斜渐近线，如627题图6所示. 



627题围6 


求出下列极限 (628 〜 630). 

16281 胜 fe ^ +為 

解法一 :因为 


# • • 




(2n)\ 


(l+:c + …+ 广 1 


< 


Oi + l )! 


x ^ 2 I I 户 
0| + 2)!1." + ㈤ 


< 7 ^ 7 ( 1 + 工 + ". + 广 1 )- 


若工 = 1， 显然有 


l^GTTyr (1+x+ —，" 1) 


若 x ^ l ， 由61题的结果有 


lim 「 C 、 7 (l+x + -+， 1 ) 

一 （n + 1)! 

= Mr=^-(n+D !」 =0 


同理 
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.函数的极限 I 第一章分析弓糖 




十…十 晶 ] =0 . 


、 ^ L(n + 1)! ' (ti + 2)! (2 «)!J 

法 二：由 611题 (2) 的结果有 

1^[(工)! +(«?2〉!十…+ ^]] 

,• 「1 , , X 2 , ，户1 


limr 


胜 [ 1+ 工 + 3 + …+命] 


lim 1 +■!： + ••• 
^°°L 




e x — e x 


【629】若 | x|<l 

lim[(l +x)(l +^)(1 +x 4 )-(l+x 2 ")l 

n-^oo 

解 limCd + dd + x ^ Xl + x 2 ")] 

=lim ( 卜乂 )(1+ 工 2 )." + (l+〆 ） 

ir-^oo 1 — X 


lim 


(l-x 4 )(l+x 4 )- + (l+x 2， > 


lim ^^ 

^OO 1 — X 


\-x 


【 630 】 lim ( cos 營 cos 




cos 


#) 


解因为 


sinr 


2 cos 


sin = 2 2 cos 7 cos 丁 sin — 
L 2 4 4 


lim (cos 
n-^oo V 


2”cos f cos f ."cos 泰 • sin 泰 


XXX 
7 • COS — • ## COS — 


lim 


SUIT 

2 


趣 lim 
X n-^o 


JL 

sin — 


sinx 




吉米多维寄数学分析 _ 题全磨 (一） _ 

【631】令 lim ^ = l 

其中 0( x ) >0，且当?1-^00时0：撕 =^ 0 (m = 1，2"”，打>，亦即当 
m — 1，2,…且 w > NU ) 时丨 ‘ l < e . 

证明:^^[炉(0：1„) + 9( a 2”） + ••• + < p ( a m y \ 

= lim[^(aii.) + 0(a2n) + …+ ) ] ① 

假定等式3右边存在极限. 

注:本题需假定/ 0. 

证任给 e 〉0, 存在5>0,使当 0 <U |<S 时，恒有 

Kx ) 1 < € - 
又 < Kx ) > 0,从而 

(1 - e )^( x )< 穸 (: r ) < (1 + e )^ x ). 

由于 a 晰关 0 , G#m =：0 (m = 1,2,.“，7 i ) ，必有正整数 N = N ( e ), 

使_得当/2>〜时，恒有 

0 <| \<.8 (m = 1，2,…，;2乂 

于是 (1 —£)《(‘）< 0%) < (1 +£)^) 

(n> N，m = 1 ， 2 ,…，”）， 

将这71个不等式相加得 

(1 — e )2^( a 謂) < 2沪(〜)< (1 + e )2#( a 挪)， 

m — \ m = l 

即 - < l + e ， 

2 彡 ( a ，） 

w=l ’• 

女 <P(flnrr) 

因此 lim ^ - = 1. 

一 2>(〜> 
m=l 

由假设 lim J >(‘） 存在，因此 

_ , 
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• 函数的极限 



务章_分析引论 


n 

n > ) w ， 

= lim ^ 1 - • 

〜 1 —!>(‘） 〜 1 


m= 


lim $>(‘)• 


注: 应加上 条件〜 关 0( 原题没有）因为 〆 : r ), sK : r > 可能在 *r 
0 处无定义. 

利用上述定理，求出 （632 〜 636). 


【632】 ^(V^+J- 1 )* 


解设 < p ( jc ) 


1 + X — 1， Hjc ) 




lim — lim 

J^O ^KX) t^O 


l+x-l 


lim 

x-^O 


其次 


dhn 


f (^(1 +x) 2 + vTT7+i) 


( n-^ooj = 


又 


lim 2 X = lim ^] ^ 


lim ^4^ 


所以由 631 题的结果知 


【633】 lim2(sin_). 


Ajp ryq 、 |,1. S1FLX 1 

解 因为 b 了 = 1， 
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所以 


limln% = lim^"]ln(l +~4) = 

ir-^oo V 72 / u 


因此 lim]^[(l + -j)= et 

n-^o \ 71 / 

【 636 】 limPJcos~^i« 

解设 ： = I^cos^^ 

4=1 n yjn 

当 n 充分大时 COS ^z>0 ， 

n ^Jn 

此时 lnj” = 2 lncos -^u 

*=i n wn 


又 


limi^ = lim ln(l 十 co'-l) 

x^O_2 ^0 CO&X — 1 


COSX — 1 


Hrn co^i = h 


又 


且 


ka 
n Jn 


(n oo 9 k = 1 ， 2, •” ， n) 


HmS ( 

一 4 = 1 \ 


k 2 a 2 




i^ n±J i^ ±n 


所以 limln ： y„ 




； limTT cos = e~^. 

n ~^°k=i n Vn 

【 637 】序列 x„ 由以下等式 给定 : 


\/ a , x 2 = Va + V ^, 


工 3 


a + Va +Va »••• 


(a>0) 
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求 limr ”. 

&解显然 A >^^>0.即序列是单调增 加的; 其次，由 


V a Xn- x 有 ^ = a + 


，即 


Xm = A + ^ 

X n 


因为 了《 > x^-i 〉0,所以: Crt < —+ 1. 又显然 A >7^，故0：„< 

*37 ” 


Xn 


+ 1 < A + 1，即序列 U } 是有界的.因此 iim ^ 存在，设 A 


. 则由 xl = a 
A 2 =a+A. 


有 


解之得 A 


1 士/1+仏 
2 


因为心>0,故 A >0. 因此 A 


l + yi +4 a 
2 


即 


lirar , 


1 + y/l+4a 
2 


【637. 1】由以下形式给出序列； 

xi = 0， x 2 = 1, 




(7i = 2,3, …） 


求 lillLr , 


解由 A = - rrCx . r-i + XH ) 有 


工 ”— x„-x 


2 


( Xn-l 


( _ i ) 2(x ， 


^3> 


=•••= 


(一士） (X2_Xl) 


(4厂， 
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:. 函数的极限 


第一章^分析引论 


工” 


〜+(-+广+ 

‘ 2 +{(-+广. 


我们讨论 U„} 的两个子序列 Uz *} 及 {_ r : 


+ ( - 


IT— 2 


工 7 k 


工 ，>+1 卜+广 3 


^2(^-2) 


= ••• = 


+音 ㈠ 广++(-音广 

工 2 + +(— +)—■++ ( 一 +) 


2 卜 3 


—(-音 ㈣ ， 

丄 - r 




OClk^rl = 工 2*-1 


+ i(~i) 


2 k -2 


心+ j (-士广+ 音 ㈠ ) 


2k-2 


工 3+ + (_ + ) 


+… 


+ i(~i) 


Zk-2 


+ + ) 2 — + + (-音广 2 
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吉米多维奇数学分析习题全解 ( 一 ) 


因此 linu:„ = ■!■• 

n-^oo o 

【 637.2 】序列％序列由下列关系式 给出： 
yo = = x n —axrr-i (n = 1 ，2, …） 

其中 I a |<1, 

如果 limy„ = 6 ,求 limar„. 

解由 ％ = A — ，得 

^r, = y n +OTn-i = y” 十町 ㈠ +a 2 x 『 2 ， 

应用归纳法可得 

= y„ ^ay^i +a 2 y n - 2 H - \-a n y 0 . 

下面我们证明 Hnu: n 存在 • 事实上，由于 lim% 存在.故序列有 

9t^co 

界，即存在 M>0, 使得 I % |<MOi= 1 ， 2,… ），又 | a | <1 •故 
lima" = 0, 所以 , 对任给 e>0 • 存在乂 > 0, 使得当 n 〉 N 时 ，| 

rr-^o° 

另一方面 = 6, 由柯西收敛准则，存在 N 2 > 0, 使得当 n 
>N 2 时，对任何正整数/>都有 

I y^p — yn l< ~~2~^e- 

取 

N 3 = max{N 19 N 2 } 9 N = 2N 39 
则 《 >iV 时 a — iV 3 >N 3 >N 2 ，因此，对任何正整数 p 都有 

I 工 irfp 工 ” ! 

=1 3W + ay^i + …+ a 卄 V 。一（％ + ay„-i + ••• + a n y 0 ) 

=1 (y^-p — y n l + a( 3 ^^n — 7^^) + … 

— yrr-N 3 ) + fl V 3 +1 (3^ 广〜 -1> — 3V~N 3 _1 ) + … + I 

< 1 卞 i € (l+| a |+… +U | 乂） 

+ 2Mi n 3 +1 (1+| a |+ … +| a |^^ 3 -') 
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< 


卜 M g . 


e • HtT 谓 • • e • 口 T7I 


所以 


由柯西准则知， Hmx„ 存在. 

ir^oo 

设 limr” = Z， 对; y„ = x n — axn- x 两取极限得6 = l — al 

I = 


\-a 

【637. 3】序列 ^ 由以下形式 确定: 


1 + X^-i 


(n = 1,2，”*)_ 


求 limx”. 


rt-^oo 


提示龜与方程式 X = 击的根之间的差. 

解设 A 是方程0： = +的正根，即焱= 1 ^,且八> 


0,解之得 A 


•/S — 1 


由于 




所以 x„-A 


A — x^i 


1 +xh 1 +A ( l + x ^. Kl + A ) 


故 


x„—A Y I Xfr ' 1 _ A I • 


用归纳法可得 I x„-A |< ( j )\ a - 1 ) 


lim ( x n 一 A ) 


75-1 


mi 从 ”—— 1 x —— o • 

fr^oo u 

【638】函数序列 

y n = y n <<x) (0<x< 1) 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


■ 


由以下等式 确定: 


3^1 = f 


in = 2,3 , …） 


求 limjy”. 


解当 :r = 0 时，:>^=0 (w = l，2, …）， 

所以 limj^sO， 


当00<1时，用归纳法可证％>()(«= 1，2, …). 显然:V! >0 
若: y* > 0,则 1 >：r > jyl-】 ，所以 




= l £ ZL ^- 




A 


> 0 , 


y\—y\ 


< 0 . 


用归纳法可证 

3 ^ 21 . — yzniz < 0 , 
yin-\ — yz^\ > o 


n = 1 ， 2 ,…， 


•Vl > 夕 3 > … > 0 


0 < M < > < … < •§ 


因此 limjfh 及均存在.设 


\imy 2n = Ai, limy 


^2. 


y^n 


f -令， 


及 


yinY \ 


夸， 


得 


A | 


， a 2 
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• 函数的极限 第一章分析引论 



可得 y ^\ ^ y n 

由数学归纳法知{>}是单调增加序列.下面我们证明{%} 有界 • 
显然 0<%<1 •假设 0 <>< 1 , 则 0 < ： y |< l , 所以 

0<^i =晉 + 夸 < 1 • 

由数学归纳法知{%}有界，因此 lim % 存在，设 lim % = /•得 

| f »00 


解之得 Z = l ± v / l—x 
由于 0</<1， 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


故必有 l =\ — Vl—x 
因此 

【639. 1】设: r >0 且 

y n = yn - x ^ — xy^O (n = 1，•••). 

证明:若: V , >0 (i = 0,1，…），则序列: y B 收敛，且= 士 • 

提示:研究士 一《 y ” 之差 • 

证由 : yn = ： y『i (2 —: ryri) ， 

有 




从而，而由假设知，>>0 - 即是有珠序列，下面证明 

OC 


{ y rt } 是单调 序列. 事实上，由丄> % > 0,有1 > > 0,因此 


= 2 — > 1 ，即>%，所以 } 是单调序列 • 因此 lim ： y „ 
y n 一 

存在. 设= A 则对: y „ = yi (2 — xy ^- i ), 

两边取^有 A = A (2 — M )， 

解之得 A = 0 &A = 丄. 

JL 

由于 A > ： y 。 〉 0, 舍去 A = 0. 因此 lim % = 丄- 

ir-^oo X 

1639.21 为了求出 : y = 仏的近似解，常采用以下步骤: > 
= ^ (^i = 1，2,…），其中; y 。 >0为任意实数， a:〉(X 

证明: = VT . 

利用公式 

yn+^Jx Ly^i +vxj •: 
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. 函数的极限 


证由: y n 


y ^\ 


有 


y a 

^ n+Vx 


讀 T. 


V-l +V? 


由归纳法，我们有 

yn—^fx = 「 yo — 

L;y。 + 71」 • 


① 


设 


yo -^ 

Vo -\-yfx 


由于; yo >0 因此 lq|<l 


•故靶 


下面我们证明{%}为有界序列•事实上，显然有: Vn >0 •若{%}为 
无界序列•则 sup { y n } =+ 00 ,因而存在 {>} 的一子序列 { y 、} 使 
得 lim % =+°°t 

k-^00 m 

因此 lim % =1. 

一: y ”* + v ^ 

这与 lim = 0 相 矛盾. 因此存在 M > 0,使得 0 < y n < M . 

^yn +VX 

由①式得 

I y n —Jx \ = \ q I 2 ” (: y ” + Vx ) < ( M +>/ x ) \ q \ z \ 
因此 lim (: y ”一 A) =0 ， 


即 lim% = 

【640] T 为了求出开普勒方程式 
x — esinx = m (0 *< £ <C 1) 

的近似解，假设 

x Q = myXi = m + esiaro 


① 


(逐步逼近 法). 



吉米多维奇数学分析习题全解(一) _ 

证明 .4= limx. 存在，且数$是方程式①的唯一的根. 

证 J ： 2 — J0 \ = eCsinxi — sinx 0 ) 

= 2esin^-=^cos^±£o, 

所以 |:r 2 — 々 |<2e sin^^ 

=e \ Xi — Xo I = e • e | siar 0 l^e 2 . 

同理 I : —工 2 I < e I J"2 — J 0\ l<€ 3 . 

设 I X „ — Xn -1 |<€” ，则有 

Ikx ” I =2e|sin^~- r ^|. [cos ^±产 

<2s sin^fLZ^I I 

<6^. 

因此由归纳法知对任一自然数 n 均有 I|<e\ 

于是对任何自然数/ > ，有 

| X^p—X m I 

I 工 ir +声 工 irf^- 1 1 + 1 工 ^rthp—2 I 

H - H x^j —x n I 

^e^+e^ 1 H - he^ 1 

=e^ y Z ^< 

1 —£ 1 —€ 

因此 丨〜， 一A 1—0 (n-^oo). 

由 Cauchy 判断法知 linu:， 存在，设 

vr^oo 

limx” = $ 

n~»oc 

则由 x n = m + csiar^-i, 

有 ^ = m + esin^. 

即 $ 是方程①的根.最后证明根的唯一性.设6是方程的另一根， 
则有 

^1 ~6 = e(sin^ — sin^) = 2esin - n 冬 cos 石 
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因此 I 色 一$ 丨$1 — 令 I . 

由于0<£<1，故 ft 证毕. 

【641】如果⑽ (/) 是函数 / Cr ) 在区间 
的振幅，则数 oio (/) = limo >.(/) 被称作函数 / Cr ) 在 f 点的振辐. 

k-^0 

确定以下函数在点 o : = 0的 振辐： 

(1) fix ) — sin — ； (2) f ( x ) = ~\ cos 2 丄； 

x x L x 


(3) / Cr ) = x (2 + sin 士); 


(4) fix ) 


arctan 


x 



(5) fU ) = (6) fix ) = — ^-r 

工 1 + e- 

(7) fix ) = (1+| x 1)^. 

解 （ 1) ⑽（/) = 2 ，狄 （/) = 2. 

(2) ( Ok ( f ) =+°°， a > o (/) =+oo 

(3) 々< oi *(/)<3 是，⑽ （/) =0 


⑷叫 （/) 


7T . 


arctan 


k 


112 I 

arctan 7 ~rr = — arctan 丁， 

(——灸）」 7 C k 


coo(/)=---f- = l. 

7T Z 

(5) 因为 _ <1， 

•且 = 

所以 co k ( f ) = 2，_(/) = 2 . 

( 6 ) -(/)=| 点 - 1^1 ， 
010(/) = 1- 

(7) a > k ( f ) - (\+ k ) i -( l -\- kr ^ 9 
coo(/) = e—e- 1 = 2shl. 

【642】设 fix ) = sin 
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:: :吉米多维奇数学分析习题全解 (一 )i 


证明:对于满足条件一 1 < a < 1 的任何数 a, 可以选出序列々 — 
0(71 = 1,2 …），使得 lim/(:c„) = a. 

ir^oo 

证对于确定的 a: — 存在 




使 

令 

则显然 


SlRTo 


2ri7r + xq 


且 

所以 


/(工”）= 

lim/(x n ) 


sin ——= sin(2w7c + x 0 ) 


siar 0 


【643】 若 

a) fix )= 


- 1 - arctan — 

x k x 


(2) fix) = (2-x 2 )cos 


(3) f(x) 


1 + cos 2 士 ) 


- 2 ( i ) 


求出 Z = lim fix) ,L = lim/(x). 

解 （ 1) 显然 一 1</( ： 1 ： )<2 ，取 


-1 

rnz 


(n = 1 ， 2 ，."） 


则 


lim f(x n ) 

FT-^OO 


lim 一 arctan (— nn) =_ 

I^^oo 兀 


取 


y n = - (m = 1 ， 2 , …）， 

2n7i + 4 


则 lirn/(yj = 2, 

所以 /=—l,L = 2. 

(2) l =-2 9 L = 2. 
— 348 — 





(3) l = 2 9 L = e, 

【644】 若 

(1) fix ) = siar ； (2) fix ') = x 2 cos z x ; 

(3) fix ) = 2- 2 ; (4) /( x ) = t-t f . 2 (x ^0). 

1 - rx^sivrx 

求岀 Z = lim fix ') 和 L = Tim /( x ). 

解 由的定义，容^得 

(1) /=-l,L = 1. 

(2) L = 0,L =+oo. 

(3) / = y,L = 2. 

(4) l = 0,L =+oo. 

§6 - 无穷大和无穷小的阶 


1. 当 : re X 时, 符号： 

( pix ) = O (0( x )), 

这表示对于 X 存在常数 A ，使得 

I <p(^ l< A I if){x) |. ① 

当 x — a 时，类似地可定义 

<pU) =O(0(x)). ② 

设不等式①在 点奴: r 关 d 的某域 L / a 内 成立; 若存在有限的 

在这种情况下，将写成 

< pix ) = 0 ( 必 Or )). 

若叫 = k ^0 (p > 0 ) 

则 cpU ) 称为对于无穷小 z 是 /) 阶无 穷小. 同样，若 

lim = k^O (p > 0). 

则称为对于无穷大 x 是 p 阶无穷大. 

2. 当 z — ^时， 符号： 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


(pix) = o(ip(x)) 

这表示 cpix) = a(x)<p(x)(x G U a ^x^ a) ③ 

其中当 : c — a 时 ^a(x) - ► 0, 若当 x U a %x -=^ a ， ip(x) # 0 时，则 
等式③与下式等价 



3 . 当 z — a 时，函数 9 Cr ) 和 ipU ) 称为等价函数 ( pCr ) 

〜 <p(x)) 

^ x a 9 

cp(x) = o(< / >(x)) ④ 

若当 a ： U a9 x 7 ^ ^ 0 ,时，则由式④得出 



当 x — 0 时，有以下等价 关系： 
sinx ~ x ； taar ~ x ； 

〆 _ 1 〜 〉 0) ; 

ln(l +:r) 〜 : r; v^l — 1 ~ , 

tl 

通常认为: 〆 工） + o ( p ( x )) 〜 < p ( x ). 

•在求解当 : r — cz 两个无穷小(或无穷大）函数比的极限时，已 
知函数可以用其等价的函数替换. 

【645】 将中心角 ⑷ B = x (645 题图）当作1阶无穷小，求以 
下各无穷小 的阶： 

(1) 弦 AB ;(2) 矢 CD ; 

(3) 扇形 A 3 B 的 面积; （4) 三角形 ABC 的 面积； 

(5) 梯形 ABA At 的面积;（6)弓形 ABC 的面积. 

解 （1) AB = 2 Rsin f ， 其中 i ? 为圆的半径.因为 

An . 2 i?sin f 

lim — = lim -= R f 

x x 



无穷大和无穷小的阶 第一章分析引论 



645题图 

故弦 AB 是关于 x 的一阶无穷小. 

(2) CD = CJC-OD = R - R ^ cos ~ = 2 i ? sin 2 f , 

• 2 i ? • sin 2 -j R 

所以 lim — = lim -^- = 

x x o 

故矢 CD 是关于 X 的二阶无穷小 • 

(3) 扇形 AOB 的面积 S = +尺 2 : r 是关于 i 的一阶无 穷小. 

(4) 三角形 ABC 的面积 
Saabc = "Y I AB I ♦ I CD I 

=• sin • 21? • sin 2 f 

= ZR 2 • sin 吾 • sin 2 手， 

L 4 

是关于的三阶无穷小 • 

(5) ACsRtanf , 于是梯形的面积 

S ^^ lCDHlABl+l A X B , I ) 

=j • 2 Rsin 2 j (2 Rsin y + 2 i?tan f ) 


351 




吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


= 2 R 2 sin 2 专 • sin f +2尺 2 sin 2 f • tan f • 


从而 


㈤ I 


r ^ 4 r ^ 

16 十 16 


8 • 


所以 & 是关于： T 的三阶无穷小. 
(6) 弓形 ABC 的面积 


S 2 




cos 


X 



2 


R 2 (x — siar ). 


而 S / MBC < S 2 < S 1 其中 & 是梯形 ABAA , 的面积，且 S AAHC 及 
S , 均为 x 的三阶无穷小，所以 S 2 是: r 的三阶无穷小.事实上,以后 
可以证明 

lim x^siar = 1 
x-o x 6 6 

【646】设 0 (/(工)）为当 1 -^时比函数 / Cr ) 有较低阶的任 
意无穷大函数，而 ( X / Cr )} 为当: r — a 时与函数 / Cr ) 同阶的任意 
无穷大函数，其中 /(: r )>0. 

证明： 

(1) o { o (/( x ))} = o {/( x )}; 

(2) 0{o(/(x))} =o{/(x )}； 

(3) o { OC /( x )]} = o ( fix ))； 

(4) 0{0 C / Cr )]} =0[/ Cr )] ; 

(5) 0[/( x )] + o [/( x )] = 0[/( x )]. 

证 （1) 因为 


故 


lim 



o { o ( /( x ))} 
fix ) 


=lim 



q{o(/(j:))} 

o (/( x )) 


o { o ( f ( x ))} = o { f ( x ) }• 
(2) 由 133 题 (2) 的结果，有 


o (/( x )) _ n 
o (/ Cr )) 


J\X) 
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故 


故 


故 


故 0[/( 工 )]+ o[/(x)] = 0[/(x)]. 

【647】令 : r -^+0 且 r ?>0 

证明： 

(1) 0 0(/) =OCr")(C 为常 数)； 

(2) 0(尸）+0(，） =0(x n )(n<m )； 

(3) 0(x")0( ，） =Q(x^). 


=IHn 1 1 = 0 

^ 0 ( fix)) J^U fix) 

产 a f{x) 

: 0{o(/(x))} = o{ fix)}. 

(3) = lim 2 齡 , 

x^a J\JC) n (九 ( 工）」 

1^10^)11=0, 

J^a f(X) 

lim oiO[/i^)]} =Q> 

fix) 

o{Cfif{x)~\) = o( fix)). 

(4) 由 132 题 (2) 的结果，有. 

T- 1 0{Oif(x)2) I 

J \X) 

<+oo ， 

0{0[/(x)]} =0[/( 工)] • 

(5) 由 131 题 (2), 有 

^ 1 0[J(x) ] +o[/(x)] 1 
卜 a y (x) 

^ + 1- M /( ^ 1 J 

x^a J \X) ar^a J \XJ 

= i ^ ioL ^ m <+00j 

J^O J \X) 



x-^fO x ^-+o\ 


0(，） 


lim 


I Oix ^) 1 




<+ 


0( x ")+0(^)= 
(3) 因为 

Q (^) Q ( x -) 


0(of 1 ) (n < m) 


1 O (^) I <+OQf 

■ r ^+0 X n - r --+0 3 T 

OCr ”）•0(，）=0( 产) • 

【648】令: r - H - oo 且 7 i > 0,证明： 

(1) 0 0(f) =CKx ")； 

(2) OU w )+0(^) =Oix n )(n>mh 

(3) 0(^)0(^) = 0( 户). 

证 （1) 因为 


C . O (^) =0(^). 




(2) lim 


0(尸）+0(，） 


^ lim 


lim 


I OWJ 


x " 


I 0( 州 


+ lim 


<+ 


OO m ) 

jT 
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故 0(^)+0( x ^) = OCr ”）. 

(3) 同647题 (3) 

【649】证明符号〜具有以下 性质： 

(1) 自反性: 〆 ： r ) 〜 < p ( x ) ? 

(2) 对称性:若 〆 x ) 〜 0( x )， 则 〜 < p { x )； 

(3) 传递性：若 cp ( x ) ~ 0(: r ) 和 #( x ) 〜尤 Cr )， 贝 ! J < p ( x ) 

〜; f ⑴ • 

证 （1) 因为 = 1故 〆 工）〜 〆 工) • 


则 


(2) 因为 = 

ip \ X ) 

lim ㈣=1, 

jr-^a (p\X) 


所以 (pix) 〜 <p(x). 

(3) 因为 lim@ = l ； lim^ = l, 

x^a iJ)\X) ^vX/ 

故 lin^ = li m ^^4^ = l ， 

^\0C) <p\X) % 〔工） 

即 炉 (X ) 〜 

【650】令 x 4+ 0 , 证明以下 等式： 

(1) 2 x — x 2 = O * ( x ) ； (2) xsin Vx = O m )； 


(1) 2 x 


(3) xsin 


O - Cr ); 

O(lxf )； 


(4) lar = o( 圭 )(e > 0); 


(5) V x + \/x + V^ ~ yfx; (6) arctan 


0 ( 1 ) 


(7) ( l + x ) : 


证 （ 1) 因为 lim 


所以 2 x — x 2 = O * ( x ). 
.(2 ) 因为 lim = 

x-H-0 工 2 


1 + nr + o ( ar ). 
2 x — x 2 o 
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所以 


xsin 


\n-/x = O* ). 


in — x I 


(3) 因为 xsi 


所以 a:sin = 0( I x I )• 
(4) 因为 lim = limjrM 

■T 令 H ) 1 


( x ^ O ) 


所以 lar 


必 ). 


(5) 因为 lim 


x + Vx 



lim Jx< -\ - \! + 1 


故 


x + y / x-\-Jx 〜 yfx . 


(6) 因为 arctan 丄 <号 (x ^ 0) 

•2 T £d 


故 


arctan 


0 ( 1 ). 


(7 ) 因为 


(l+xr-l-nx 


7 l(w — l ) x +*** + X " -1 0 


(x 


所以 


(1+1)”一1一 


o(x). 


即 （ 1+0；)” = 1+Tir+o(x). 
I 651 J 设: r+f cxd ， 证明以下 等式： 

(1) 2x 3 -3x 2 + l =O.Cr 3 ) ; (2) 


•r+l 

?TT 


o - 


(3) a: + x 2 siar = CKx 2 ); 


(5) lar = o(^)(e > 0 )； 


arctaar 

⑷ TT ^ 


( 士 ); 


( 6 ) 




(7) vx + Vx+Vx ~*/r 


(8) x 2 +a:ln 100 a: 
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(8) 因为 
lim 


x 2 j:\xi 100 x 


lim (1 + 


ln ,00 x 


) =1 ， 


x 2 +xln 100 x ~ x 2 . 

【652】证明 ：当: r 充分大(: r > 0) 时，下列不等式 成立: 
(1) «r 2 + 10x + 100 < 0. 00lx 3 5 


(2) \ n ]00( i x <^； 


(3) 


: r < e〜. 


证⑴因为 

所以当工充分大 时 3:2 ^0°^ 100 <1. 

即 X 2 + 100*4- 100 <0. 00 lx 3 . 

(2) 因为 lim ^^ = 0 (参阅565题）, 

y/x 

所以当1充分大以后有 1 ^ < 1. 

v-r 


ln 1000 x < Vx . 


(3) 因为 lim 




所以当: T 充分大以后，有 

【652. 1】当 


^<1，即 
oo 时，证明渐近公式 


Vx 2 + px +q =尤十音 + 0( 士) • 


证因为 
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6. 无穷大和无穷小的阶 



即 


所以 


y/x l +px-\-q— ( x + 音 )= 0( 士 ) • 
Vx 2 + px -\-q = x + 音 +0( 士 ) • 


【653】设 x -0, 选出以下函数的形同 Cr ”( C 一常数）的主 
部，并求对于无穷小变数: r 的阶： 


(1) 2 ar -3^+ x 5 ; 


(2) Vl + x - Vl - a : 


或 


(3) Vl — 2 x — yT ~~3 x ； (4) taar — 

解所谓函数 / Cr ) 的主部 gCr ), 即满足 
/( x ) = g ( x ) + o ( x ) (:r — 0) ， 

lim ^ - = 1. 

■ 1^0 gix) 


(1) 因为 

lim 


2 x — 3 x 3 + or 5 i 

Toe =1 ， 

故其主部为2工，它对无穷小 X 是一阶的. 
(2) 因为 


lim 

j^O 


\/1 +X - vl — 


X 


X 


lim 


yi + x + v /1 


x 


故其主部为 X ， 它对于: r 是一阶的. 
(3) 因为 

Hm yi-2x-^l-3.r 

o X 2 


lim 

•r-0 X 


W - ar 3 


7( >(l — 2x) 15 + 5( 卜 2z) 12 ( 卜 3a:) 2 + … + >(1 一 心 ) 10 ) 


1， 


• r 2 


所以其主部为令，它对于: T 是二阶的. 
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⑷因为 taru : — S inx = ^(l — o > sx ) = ^ S iarsi n 2 f 


所以 把 


taar — siar _ | j m cosj: 

3 ^ 


sirir * sin 4 





故其主部为 f , 它对于 i 是三阶的. 

【654】假设 x 0 ， 证明: 无穷小 


(1) fU) 


lar , 


(2) /( x ) 


对任何的 n , 都不能与无穷小: r ”( n >0) 相比较，即对任何的 〃，等 


式 lim 


1^1 


k 不成立，式中 A 为非零的有限数. 


证 （1) 由592题的结果有 

limx”lar = 0 (n > 0). 


于是 


異 

— 


即 t 不能与无穷小 f 相比较(工 —+0). 


(2) 因为 lim 


. d 

1 m — 


lim 


所以不能与无穷小 x ” 相比较 ( x+f ())• 

【655】设 i — l ， 选出以下函数的形如 CCr _ l )” 的主部，并 
求出其对于无穷小 Cr _ l ) 的阶： 


(1) x 3 -3x + 2 ； 

(3) lnx ； 

(5) a^-l. 

解 （1) 因为 

r_ X 3 — 3x + 2 

把 3 Cr — l ) 2 


(2) \! 1 — Jx 
(4) e 1 — e ; 


lim 


( x - l) 2 Cr + 2) 
3( x - l ) 2 
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6. 无穷大和无穷小的阶 



所以其主部为 3(: r — I ) 2 ,对于 (: r — 1) 是二阶无穷小. 


(2) 因为 


tim 

X -1 


%/ x —\ 




( l - x)i 


n 


n 


- • V 1 


故其主部为一 






(3) 因为 lim 


lar 


T^\ x 


对于 Cr —1) 是 i 阶无穷小. 


lim ln[l + (x z O-)] = h 

x ^\ X — 1 # 


故其主部为 o ： — 1 ，对于 (i _ 1) 是一阶无穷小. 


(4) 因为 lim 


e x — e 
x — 1 


lim 


e ( e 广 1 — 1) 

x -1 ~ 


e 


故其主部为 e(x — 1) ，对于 U — 1) 是一阶无穷小. 

(5) 因为 〆 一 1 = e ^_ l ， 所以 

f — 1 ,• 一一 1 : rln[l + Cr-l)1 


.-I 


把 xlar 


j :— 1 


1, 


故其主部为 I 一 1 ,对于 I 一1是一阶无穷小 • 

【656】设 x —+ oo , 选出以下函数的形如 Cr ” 的主部，并求 
出其对于无穷大 I 的阶： 


(1) x 2 +100: r + 10000; (2) 


lx 1 


(3) \/ X Z —X + Vx ； 


解 （1) 因为 lim 


(4) 


x 3 — 3 x + 1 f 

\/i + vT+^ 


+ 100 ：r + 10000 


x' 


所以其主部为 P , 它对于无穷大是二阶的. 


2 x 5 


(2) 因为 lim 


x 3 — 3 x + 1 


2 x J 


故其主部为2工 2 ，它对于无穷大 o : 是二阶的. 
(3) 因为 
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lim 


X 2 —x+yfx 


lim • A /1 — 


士 + 忐 , 


故其主部为 xi ，它对于无穷大: r 是一阶的. 


(4) 因为 lim 


l + Vi + V ^ 


故其主部为冗，它对于无穷大 Z 是 f 阶的. 

【657】令请选出以下函数的形如 C (^)” 的主部 


并求出其对于无穷小1的无穷小的阶: 

X 

⑴ 工+ 1 

⑴ ? TT ; 


(2) vCTT-v ^； 


(3) \Ar + 2 — 2 \/ x + 1 +-/ r ; (4) — sin — • 

%2 T OC 


解 （ l ) 因为 

x+l 

lim^S 


lim ― 4 - = lim 

X 十 1 




1+ ? 


故其主部为(士 ) 3 ，它对于无穷小士是三阶的_ 


(2) 因为 


lim 


Ti -^ 

丄 
2 Jx 


lim 


2 Vx 

’x +1 +/r 


故其主部为它对于无穷小 I 是+阶的. 
(3) 因为 

Vx -\-2 — 2 >/工 + 1 

1 1 
_ __ r n _n - - 

\/x + 2 + %/x+ 1 \/x + 1 +>/x 


362 




6. 无穷大和无穷小的阶 



/x— y/x + 2 


(y^n) (v^n+z^) 

_^2_ 

(y^n+vCTi)(vCTT+v^)(v?+y^Tfj 


所以 


lim 


v^+2 — 2 \/x4" 1 +v^ 


?(i) 


故其主部为 一 I ( 士) f ，它对于无穷小丄是音 阶的. 


(4) 因为 lim 


— sin — 
x _ x _ 

w 


sin — 
lim - x 


x 


1， 


故其主部为(士 ) 2 , 它对于无穷小士是二阶的. 

【658】令 X — 1，请选出以下函数的形如 0(^)" 的主 


部，并确定其对于无穷大 


x -1 


的阶: 


(1) 


x 2 


x 2 -V 


( 2 ) 



l+x 
1 一 x 


(3) 


x 


( S ) — lar 

( 5 ) ( I -:) 2 . 
解 （1) 因为 


(4) ， 


Sin7TX 


㈤ 


X 2 - 


2U-1) 


lim 


2 x 2 
x + 1 


故其主部为 


2Cr-l) 


，它对于无穷大 


X— 1 


是一阶的. 


(2) 因为 
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'X + 1 
X -1 






X — 1 


故其主部为斤 ($)★ ，它对于无 穷大； ^是 | 阶的. 


(3) 因为 


lim 


l-x : 


Wyr 


^ l + x — +? 


故其主部为 3 ，它对于无穷大 A 是 j 阶的. 

(4) 因为 


lim 

x-^l 


sin7rx 


7t(l — x) 




7r(l — x) 
sirm(— 工） 


故其獅丄，它对于无穷 6 是 1 阶的 


(5) 因为 


lar 


•r+1 1 

X — 1 


lim ln [ 】 — 也 r 

产 1 X — 1 


=1 


故其主部为占，它对于无 穷大占 是一阶的. 


【659】设 JT + f 00 且 / n ( x ) = x"(w = 1，2,…）， 证明： 

⑴ fAx ) 中的每个函数都比其前一个函数 / dCr ) 增加 得快; 
(2) 函数#比函数 f n U)(n = 1,2,…）中的每个函数都增加 
得快 • 


证 （1) 因为 


( x ). 


fn-l (X) 
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第一章分 析弓论 


所以入 Cr ) 比 / hGt ) 增加较快- 

(2) 因为对任一固定的 rz-f ^" CoCr — +加），所以 〆 比 

f n U ) 中的每一个都增加得较快. 

【660】假设 :r —+ 00 且 f n ( x ) = ^ x(n = 1，2,…） 

证明： 

(1) 函数 / Jx ) 中的每个函数都比其前一个函数 / hU ) 增 
加得慢； 

(2) 函数 /( x ) = lar 比函数 /„(: r)(w = 1，2,…）中的每个函 

数都增加得慢. 

证 （1) 因为 



所以 / rt Cr ) 比 / hCt ) 增加得较慢 • 

(2) 因为对任一固定的 n,[im ^ = 0, 


所以， lar 比八 ( x ) 增加得较慢. 

【661】 证明: 对于任意的函数序列 


咒 （: r )，/ 2 … （ JT 。 <工 <+ oo ) 


都可以举出一个函数 /Cr), 当 x+fco 时它比函数 / ； Cr)U = l ， 
2 ,…） 中的每个函数都增加 得快. 

证取正整数 A/ 〉 *r 。 定义: ^0<+00 上的函数 /(x) 如 

T ： 


f ( x ) = 


^(2 I fk 、 x) 1+1 )， 

是 =i 

0， 


当 n <: r<n + l 时， 

0i = A[，N+l， …） 
当: r 。 < X < A / 时. 


于是,对任何正整数 心当 X > max { N , n } 时，有 
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/”⑴ 
/⑴ 


I /”⑴ 




< 


w (2 丨 /▲⑴ 1+1) 


M 


其中 O ] 表 ： r 的整数部分,因此 


即当工 
得较快. 


lim 


00 




0 


/(• r ) 

时，/(工）比 /” Cr)(n 


(n = 1，2,…）， 


1，2,…）中的每一个都增加 


7 . 函数的连续性 


1. 函数的连续性 

设 lim /(: c ) = f ( a : 0 ) ① 

亦即函数 fix ) 在 1 = X 。有定义，若对于每个 e > 0 ,都存在沒= 
谷(^^^^^使得当卜一：!：。|<5时，对于 /(X) 有意义的所有值， 
不等式 

I f ( x )- fUo ) l<e 

都成立，则称函数/( X )当 X = X 。时(或在点 I 。）为连续的. 

如果函数 fix ) 在集 X 的每一点上都是连续的，则称函数 
fU ) 在已知集入= UK 开区间、闭区间,等等）上是连续的 • 
如果 X = Xo 是属于函数 f ( x ) 定义域 X = U } 的某个值或者 
是此集的聚点，等式①不成立，也就是说，或者 ( 1 ) :数 / U ) 不存 
在，换言之，函数在点 x = « r 。 没有 定义; 或者 (2): lim / Cz ) 不存 

在; 或者 (3): 公式①的两端存在，但它们不相等，则： T 。 称作函数 
/(X) 的不连续点. 

不连续点分为 “1) 第一类不连续点 A ，对于这类点存在单 
侧有限极限:/(了。 — 0) = lim /( X )和 /( X 。 + 0) = lim fix ) 

0 jr -^ T 0 +0 

(2) 第二类不连续点——其他的一切不连 续点. 

/( x 。 + 0) — fix , - 0) 之差称为函数在点 i 。 的 跳跃. 

如果等式 
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/(工 0 — 0) = f ( x Q +0) 

成立，则不连续点 工。 称作可去点，如果极限 f ( x 0 一 0) 或 f ( x 0 +0) 
中至少有一个等于 co , 则 x 。 被 称为无穷不连续点. 

如果 等式： 

/( JT 。—0) = (或者 /( x 0 +0) = /( j * o )) 

则称函数 / U ) 在: T 。 点是左侧(右侧）连续.函数 / Cr ) 在: T 。 点连 
续的,充要条件是下面三个数 相等： 

/(-To —0) = /( JT 0 +0) = f ( x 0 ). 

2. 初等函数的连续性 

如果函数 / Cr ) 和 g ( x ) 在 x = a :。 连续，则函数 

(1) / Cr ) 士 gCr ); (2) f ( x ) g ( x )； 

(3) ^ y [ g ( x 0 ) 垆 0] 

在 X = J ：。 时也是连续的. 

特别是:（1)多项式函数 

p(x) = a 0 +AJ ： + …+ 

对任何 ： r 都是连 续的； 

(2) 有理分式函数 


RU ) = 


a 0 +aix + >>> a CT x w 
b 0 + 61X + … -\- b m x m 


对使分母非零的所有 x 也是连续的. 

一般 来说，基本初等函数: 

arcsinr ， arccosx , arctaar ， …在所有有定义的点上都是连续的. 

较普遍的结果是:如果函数 / Cr ) 当: r = &时是连续的，而函 
数 g (: y ) 当 : y = /(^0> 时是连续的，贝 fl 函数 g (/(* r )) 在 X = : r 0 时 
也是连续的. 


3. 连续函数的基本 定理： 

如果函数 / Cr ) 在有限的闭区间[>,6]上是连续的 ，则： 

(1) 函数 / Cr ) 在此闭区间上 有界； 

(2) 它能达到其下确界 m 和上确界 M (维尔斯特拉斯定理）; 
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(3) 在每个区间 (心 妒 （Z ( a ，6) 内，函数具有介于 / U ) 和 
押) 之间的所有中间值(柯西定理). 

特别是,如果 /( a )- /(/?)< 0，则能找到一个数值 y ( a < y < 
妒，使得 /( y ) = 0. 

【662】已给出连续函数: y = /(X) 的图形.对于给定点和 
给定数£>0,用几何方法表示出这样的数5>0,使得当 | X — a | 
<5时， | f ( x )- fU ) |<€. 

解如662题图所示. 



衣 <灸，取占=衣，于是当丨|<占时， 

I fix ) — /( a ) |< e . 

【663】要求制作一个边长:^ = 10厘米的金属正方形薄板. 
如果要其面积 ：y = x 2 与预计的; y 。 = 100平方厘米的差不超过 

(1) 土 1平方厘米； （2) 士 0. 1平方 厘米； （3) 士 0. 01平方 厘米; 
(4) 士 e 平方厘米，问该薄板的边长 x 允许在什么范围内变动？ 

解 （1) 要使 U 2 — 100|<1, 

只要 99< x 2 <101， 

解之得 9.95 < x < 10. 05. 

(2) 要 | x 2 — 100 |<0.1， 

只要 v / ioo - o . 1 <x yioo + o . i , 

解之得 9. 995 < x < 10, 005. 

(3) 要 I x 2 - 100 |< 0.001, 
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只要 /100-0.01 < x < yioo + o . oi , 

解之得 9. 9995 < x <! 0 . 0005. 

(4) 要 I o : 2 - 100 |<€, 

只要 Vl 00 - e < x < Vl 00 -\- e . 

【664】立方体的边长在2米和3米之间，为了在计算此立方 
体的体积时其绝对误差不超过 e 立方米，设: （1) e = 0. 1立 方米; 

(2)6=0.01 立方米; （3) e = 0. 001立方米,问测量此立方体的边 
长 x 时，允许有怎样的绝对误差 △? 

解要 |< e ， 

只要 | —xz I (xf + xix 2 - \ rx \) < e » 

注意 2 ^ xi < 3 ， 2 < X 2 ^ 3i 



【665】在 : r 。= 100 的点的邻域内要使函数 : y =斤的图形 
的纵坐标与: Vo = 10 纵坐标之差小于 10i(n >0 )， 该邻域最 
大是多少?确定当 n = 0,1,2,3时此邻域的大小. 


解要丨 A-io |<10 i . 


只要 10[1 — 10—°^] 2 < v ^< 10[1 + 10 - °^〉]， 

即 100[1 - 10 — (於 0 ] 2 < x < 100[1 + 10 ^° ] 2 . 

故得 (1) 当/2 = 0时,810<121， 

(2) 当 = 1 时， 98.01 < a :< 102.01, 

(3) 当 w = 2 时， 99.8001<: c <100.2001, 

(4) 当 /I = 3时， 99. 980001 < x < 100. 020001. 
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【666】采用 “ rf 论证法证明函数 fix ) = ： r 2 在 1 = 5时是 
连续的.填下表： 


e 

" 

1 

■ 

0.1 

0.01 

0.001 

• • • 

s 







证任给 e >0 .要使 | : r 2 _25 |<£，只要 


I x — 5 | | :r + 5 |〈 e ， 

不妨设 I X — 5 |<1，即 4<: r <6， 

从而 9 < x + 5 < 11. 

于是只要 U _5|<^， 

取 3= min { 六 , l }， 则当 | x _5 |<S 时，恒有 

I ^-25 |<e, 

即 : y = P 在 : r = 5处 连续. 

填下表 


e 

1 

0.1 

0.01 

0.001 

• •聲 

s 

0. 09 

0.009 

0. 0009 

0. 00009 

•參孀 


【667】设 /(a :) =丄和 € = 0. 001. 对于数值: c。 = 0.1； 

3u 

0.01,0. 001;…求出充分大的正数$ =扒£，0：。）,使得能从不等式 
| 工一 X 。 |< 5推出不等式 

I /( 工） 一 /Cr 0 ) |<€. 

能否对已知的€ = 0. 001选出5> 0来,使其对于区间 (0,1) 
内的所有 A 值都适用，亦即使得任何值 X 。 e (0，1),若 

I X — Xq 丨 <5 ， 

则 /(X) -/U))< e? 

解 I /(x)-/U) 1= I X 7 Xo L (1) 

I x I x O \ 

由于 丨 x。I —I *r 丨 <丨 X — x 0 \f 
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不妨设丨工 。I > I X — Xo | 9 

则 | x |>| 工 0 I — | X —:r 0 |> 0 ， . 

肺 1 

于是要 I /( x )-/ Uo ) |< e , 只要 

_ I 工—工 0 1_ 

I ^0 \ 2 —\ Xo \\ X — Xq I ’ 

即只要 Ix-xo l < T < 平匕, ， 

1 十 e I Xo I 

取沒<7^^ 一~ f > 0 , 则当丨 I — A l <5 时，恒有 

丄十 e I 工0 I 

I / Cr ) —/( x 0 ) |< e . 

我们可取 

8=^=0. 0005W < T-r^f ~~r, 

2 1 + e I x o I 

当： T 。=0.1 时，谷 =5 x 10-6. 

当 x 。 =0.01 时，占 =5 父 10- 8 . 

当： 0 =0. 001 时，孑=5 XI 。- 10 . 

由表达式 (1) 知，对于无论怎样小的扒固定），则当 

I X — x 0 丨 = 音 < 汐， 

及 X 。—0时，丨 /( or ) — / Cr 。） 丨可任意地大•因此，无法选出一个 
公共的正数5来. 

【668】用 “ rS ” 语言表述法，在肯定的意义上表达以下论 
断 :函数 / Or ) 在点 : c 0 有定义，但在这一点是不连续的. 

解存在一个 e 。 > 0,对于无论怎样小的5> 0,都有某一 x 
满足 I jc — Xq |<汐，但| /( x ) — /( x 0 ) l ^£ o - 

【669】如果仅仅是设对于某些数 e > 0,能找到相对应的数 
5 = 5( e ， x 0 ) >0,则要 | x - x 0 |<5,则有 | /( x )-/ U 0 ) |< e . 
如果:（1)诸数 e 形成一个有穷集； （2) 诸数 e 形成分数^ = 
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辜 (n = 1,2,…）的无穷集.能否确定函数 / U ) 在点 x 0 是连续的? 
解 （1) 不能.因为 e 不能任意地小. 

(2) 能.事实上，对于任给的 e >0, 总可以取充分大的 n ， 使_ 

<£.于是，存在占>0，使当 U - x 0 |< 〆 时，恒有 

I /(工）一/( X 。） | < ^ < €. 

【670】假设已知函数 / Or ) =x + 0. 001[ x ] 

证明: 对于每个^> 0.001，能选出 S = d ( e 9 x ) >0,使得只要 
I x — x \ < 则 | fix ) — fix ) |< e . 

而对于0 < e < 0. 001，这种情况对于所有的值 X 都不行. 

在哪些点上破坏了这个函数的连续性？ 

证 当 £>0.001, 且 I X -X |<1 时， 

Ifdx^-fCx) | 

=| «r’ 一 jt + 0. 001([: r ’]— [ 工 ]) | 
x — x 1 + 0.001. 

此时只要取 mm{e — 0.001,1}，则当 | x-x |<5时，恒有 
I fix )- fix ) I < e •当 0< e <0.001， 且 x 。 不为整数时，存在 
整数 w ， 使得 n < x 0 < n + 1，只要取5 = mm { x 0 — n 9 n-^l — x 0 » 
e } >0,则当 I 工一 : r 。|< d 时，有 Dr ] = Dr 。]， 从而 

I fix) — f(x 0 ) | = | X — Xo I < 5 ^ 

而当 X 。 = 为整数）时,则对于无论怎样选取的正数 心总有 X 

满足 x <工0，及工0 一 <5,但 

[工0] — [工]=1， 

所以 丨 /( x ) — f ( x 0 ) | = ( x 0 — x ) +0. 001 〉 e . 

于是，函数 / Cr ) 在点工= n ( 整数）失去了连续性. 

【671】设对于每个充分小的数5 >0,都存在 
e = e (》，: r 。） > 0 

使得 :若丨 x — xo |<5 
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则不等式 I f(x)-fUo) |<e 成立. 

由此能否得岀函数 / Cr ) 在 ： r =办时是连续的?用已知的不 
等式能说明函数 / Or ) 的什么性质？ 

解不能，因为 e 是由&所确定的，它不能任意小.不等式只 
能说明在工。的5邻域内, /( x ) 有界•事实上，丨 /( x ) |<| /( xo ) I 


+ €• 

【672】假设对于每个数 e > 0,都存在数5 = $( e , x 。） > 0, 
使得如果 1/ Cr )—/ Cr 0 ) |< e ， 则 U — or 。 \<d 

由此能否得出函数 / Cr ) 在工= z 。 时是连续的?这些不等式 
说明函数的什么性质？ 

解 不能.它只能说明落在开区间 (/ Cr 。）一 e ，/ U ))+ e ) 内 
的函数值都是由开区间 (x 。 -8， x 。+ d ) 内的点映过 来的. 事实上 
设 R 为 f ( x ) 的 值域. 则由题中条件 

/( x 0 —8 jXo + 汐）〕 (/( x 0 ) — e ，/ Cr 。) + e ) 门 ]?• 

故 / Cr ) 的逆函数广 K ： y ) 在 / Cr 。） 的充分小邻域内是单值且有 
界的. 

【673】假设对于每个数 S > 0,都存在数 e = e ( S , x 0 ) > 0, 
使得如果 I fU )- f ( xo ) |< e , 则 I x-xo \< d . 

由此是否得出函数 fix ) 在= a 时是连续的？已知的不等 
式说明函数的什么性质？ 

研究下题： 


fix) 


arctaar , 若 z 为有理数， 

7 T — arctanr ， 若 : r 为无理数. 

解不能.它只能说明反函数的连续性和单值性. 
【 674 】 用 “e — F 论证法，证明以下函数的连续性: 


( 1 ) ax + 6 ; 


(2)x 2 ； 


(3) x 3 ； (4) Joc \ 

(5) ^[ x \ (6) sinr ; 

(7) cosx ; (8) arctanx . 
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证 （1) 设: T 。 € (_ oo , 屮⑺)，对任给的 e >0, 要使 
| (or — (or。 4 b) | = 1 a 1 1 *r — Xq 1 < £• 


只要 I x —Jo 丨 < 

取5=7^，则当 U — 工。 l<3 时，恒有 
I a I 

I (or + 6) (.axo + b) \ <C e. 

即 ax+6 在: r 0 连续•由： r 0 的任意性，知肛+办在(一⑺，. 00 )内 
点点连续. 

(2) | x 2 —xl | — | x — x 0 丨 • I 工 + lo I• 

不妨设 i ：t — t 。l< 1， 

则 I j ： |<| :o 1+1. 

所以 1 工 2 —xl |< (2 I Xo 1+ 1) I X — Xo I , 

对任给的 e>0, 要使 I X 2 _«r§ |<e ， • 

只需 I x — J：。l< 1， 

且 （2 I :r 0 1+1) I x — x Q l<e ， 

取 5 = min !2|^ Fi ,1 l , 

则当 I x-Xo 1<5 时， 

\ x 2 — xl I <6. 

所以 x 2 在 (一 oo, + GO) 内连续 • 

(3) 由于 

I X 3 — J：o 1 = 1 X — Xo I I 工 2 + Xo^ + ^o I 
<[X —Xo I (| X I 2 +| Xo I I x | + | X Q | z ). 

不妨设 I X — 1。 l< 1， 

则 I 工 |<l :o 1+1 ， 

所以 1 :r 3 — ：4 |<| X — X 0 \ (1 + 3 I JC 0 j+3 I x 。 l 2 )， 

对任给 的 ^>0 ，取 3= minU， 1 + 3 u ^ +3 丨办 ■ 下 ）， 

则当 j x-xo 1<5 时， 1^—4 l<e， 
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7. 函数的连续性 



因此X 3 在(一00, +oo) 内连续. 

(4) 设: r 0 e (0，+oo>， 由于 

Vx + VJ：o V - r 0 

对任给的 e 〉 0 •取 5 = e 贝! J 当 I :r —:r 0 |< 汐时， 

I 4 x — l < e ， 

所以,斤在: TcCroX)) 连续. 

若 = 0, 则要使 I Jx—yfO I = >/x <e> 

只须 0<:r< e 2 , 取占 = e 2 , 则当 0<o:<^ 时 ，I V^-70 |<e. 

因此 /(： r )= 斤在 [0，+oo) 内连续 • 

(5) 由于 

_ I OC — Xq I _ 


I Vx — Yx^ I 


< 


I O ： 3 + (x • : r 0 ) 士 + 工 1 I 
\ X — Xo \ 


xs 


(x 0 7 *^ 0 ， xr 0 > 0> 


) 内 连续. 


取 8 = min{ | x 0 |»e Vx \}. 

则当 I x — Xo I < 3 时，丨方一 y^o l<€. 

若: r 0 = 0,则取 5 = € 3 ，因此方 ： 在(一°°， 

( 6 ) 由于 

I siar — siru：o | =2 

<| x — ar 0 U 

对任给的 e > 0,取 d = e 即可. 因此 siar 在 (一oo, +cx>) 内连续 • 

(7) 由于 


• X — Xo 


X + J： 0 

s,n 2 


cos 2 


• X — -To 


• x + x 0 

sm 2 


sm 2 


I cosx — co&ro I = 2 

^1 x — Xa |. 

对任给 e > 0, 取 5 = e 即可.因此 cosx 在 (一 oo, + oo) 内 连续. 
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⑻ 当 ： r 0 =0 时 ， I arctaar — arctanO | = | arctaar | 


而当 1)|<^ •时 ， tany I ， 

故 I arctaar | < | x j , 

对任给的 e 〉0, 取 5 = e 即可，当 X 。 #0 时.不妨设丨 x — xo 
I X 。 | ，由于 

| arctaar — arctanro | 

= arctan rF^|^|fSl< 1 广工 0 1 

(最后一个不等式是因为 o ： • a >0)，所以取 

8 = min{ | x 0 1 ， e}. 

则当 I x - j：o I <汐时， 

I arctaar — arctaar 。| < e ， 

因此 arctaar 在 ( 一 00, + oo) 内连续 • 

研究下列函数的连续性并作出其图形 (675 〜 686). 
【675】 /( x )=| x |. 


I < 


686 ). 


解因为 UI — UI <|: r — : r 。 |，因此，对任给的 e >0, 

取占 = e ，即可证得丨 1 丨在 (一 oo ,+ oo ) 内连续. 

如675题图所示. 



2 T 


(2A) 


675题图 


676题图 


【676】 fix ) 


-4 


若 JT # 2, 


A ， 若 
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• 函数的连续性 寿 、第 ■-章 分析引论 




強 Cr + 2) 


所以当 A = 4 时， / Cr ) 在点 x = 2 处 连续; 而当 A ^4 时， /( x ) 在 
点工= 2 处不连续;而当 : r 爹2时， 


fix ) 


x 2 — 4 
x ~2 


x -2. 


所以 f ( x ) 连续.如676题图所示. 


【677】 若: ；|：尹_1时 / Cr ) 


(l+o :) 2 


，而 /(_ 1) 是任 


意的 • 


解因为 lim /(: i :) =+ oo . 


故函数 fix ) 在点 z =— 1处不连续. 

在: c 关一 1处，函数连续，如677 题图. 



677 题图 

豢 

【678】 （1) 若: r ^ O 时 / iCr ) = ，而/ 〆 ()）=1; 

若工#0时/ 2 (：1：) =_，而/ 2 (0) = 1. 

I 工 I 

解 (1) 因为 lim /,0:) = 1=/,(0), 

x-^Q 

所以， Cr ) 在 (一 oo , + oo ) 内连续，如 678 题图1所示 • 

(2) 因为 lim / 2 ( x ) = lim _ = 1， 

2—H) X 

lim / 2 ( x ) = lim 1 ， 
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吉米多维奇数学分析习题全解 (一) 



678题图1 

所以 \ imf 2 U ) 不存在.因此/ 2 ( or ) 在 : r = 0处不连续，其余各点均 
连续.如678题图2所示. 



678题图2 

【679】若 : r # 0时 fix ) = sin 丄，而/(0)是任 意的. 

X 

解当: r 关0时, / Cr ) 连续,而在点 2 = 0处, /( x ) 不连续 
(因为 lim / U ) 不存在).图形关于原点对称.如679题图所示. 
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679题图 






7. 函数的连续性 I 第一章分析引论 


【680】若 i 古0时 f ( x ) = : csin ^•，而 /(0) = 0. 


解 lim /(: c ) = limr • sin — = 0 = /(0)， 
f o x^O x 


函数 / U ) 在 (一 co , + oo ) 内连续.图形关于 Qy 轴对称.如 680 题 
图 所示. 


【681】 



解 lim /( j ：) = lime- 令 = 0 = /(0 )， 

j ,0 r ’o 

故 /(. r ) 在 (一 oo ，+ oo ) 内连续.如681 题 图所示，图形关于 Qy 轴 


对称 • 



【6821若 x 关1时 / U ) = ，而 /( 1 ) 是任 意的. 


解因为 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



lim /( x ) = 0, lim fix ) = 1, 

所以 /(* X ) 在点 X = 1 处不连续，在处， /(: c ) 连续， lim /( x ) 

=音，如 682 题图所 7 TC . 



682题图 

【683】若: I 尹0时 fix ) = : rlar 2 ， 而 /(0) = a . 

解 = lirarlnx 2 = 0 t 

当 a = 0时， /( ar / i (— oo , + oo ) 内 连续； 

当 a 关 0 时， fix ) 在 a: = 0 处不连续.在其他点连续.如 683 题 
图所示. 

【684】 fix ) = sgar , 

1, : r >0, 

解 / U ) = Jo , «r = 0， 

l— 1 ， O ： < 0. 

/(X) 在: r = 0 处不连续.而在其他点均连续.如 684 题图所示. 
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683题图 


684题图 





_ 7 •函数的连续性 | :第一章分析引论 

【685】 f ( x ) = [ x ]. 

解当 : r = 为整数时） ,/ Cr ) 不连续而在其它点, /( x ) 

均连续. 

如685题图所示. 



【 686 】 fix) = Jx — [ Vx ]. 

解当4 2 <1<(々+ 1) 2 时， 

fix) = /x — k, 
lim fix) = 1. 

x-(H-l)-0 

而 /[(々 + 1) 2 ] = 0, 

所以 fix) 在点 : r = a + 1) 2 处不连续(走 = 0,1, 2,…).而在 [0, 
+ oo ) 内的其它点均连续.如686题图所示. 

确定下列函数的不连续点，并研究这些点的性质 （687 
〜 700). 


【687】 


y 


JC 


解 


X 


y 


(1+ 工 ) 2 . 

1为无穷型不连续点. 

.1+X 

T+^- 


解 




lim 


1 x 2 — x +1 3 

故 x =— 1为“可去”的不连续点也称“无变化的”不连续点, 


【689】 


y 


x 3 —3x + 2. 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


解 y = 

0： = 1及: r =— 2均为无穷型不连续点. 


【690】 ：y 


_1 


解 因为 limjy = oo； Hm^ = — 1; limjy = 0， 

所以 x ==— 1为^穷型不连续点，而I =7及1 = 1为“可去”的不 
连续点. 


1691] ^ 


siar 


解因 liml = 1， li m — ^ = oo(^ 为不等零的整数），所以 

siar j^kn sinr 

X = 0 为可去的不连续点，而: r = kn(k =± 1，±2,…）为无穷型 
不连续点. 


16921 ^ 


1 — COS7CX 

4 — j : 2 


/ 27csin 2 号 (2 — x ) 

解 lin\y = lim /- =0， 

” 2 ^ V f <2_X) • 2(2 + ' r) 

同理] ^：y == 0.所以 i = 2及 x =— 2为可去的不连续点. 
【693】 ：y = cos 2 丄. 


解因为 lim：y 及 limy 均不存在，故 o: = 0为第二类不连续 


点. 


1694] y = sgn(sin^). 

解 x = 0为第二类不连续点.而 
lim «y = ( — 1)、 H m y = 

0 X 


- 1 ) 





. 函数的连续性 


第一章分析引论 


故== —(k =士1， 士 2,…） 为第一类不连 续点. 


【 695 】 3 ； 


cos 


cos 


解 


2 k + 1 


0, 士 1，士 2,…）， 


为可去的不连续点. 

【 696】 j = arctan 


解 


lim arctan —= 告 ， lim arctan — 

r-^+0 X L 0 X 


0为第一类不连续点. 


【 697】 j arctan —. 


解 lim /rarctan 


0, 故 1 = 0 为可去的不连续点. 


【 698】 ：y 

解 lim 


lime ^ =+ 


lim e' 


所以 


9-Z 


0 为第二类不连续点. 


【 699】 ：y 


lar* 


解把 G = 0 , 


lim ^— =+oo，lim , — =—oo 9 
i+o iar ^-i-o lar 

所以 = 0 为可去的不连续点 , x = 1 为无穷型不连续点, 


【 700】 j 


丄 

1 — e 1 ^ 



吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



解 


lim -- 

，ho 1 一 e i^ 




limy =— oo , limy =+°°» 


故 I = 1为第一类不连续点，而 o : = 0为无穷型不连续点. 

研究以下函数的连续性,并画出其略图 (701 〜 719). 

【 701】 j = sgn(siar). 

解 x = kM = 0，土1,士2,*")为第一类不连续点，如701 
题图所示. 



701题图 

【 702 】 y = x-lxl 

解 1 =々(々= 0,士1,土2,〜）为第一类不连续点，如702题 
图所示. 



702题图 

【 703 】尸工 0]. 

解 ：r = 々 a =土 1, ±2， …） 为第一类不连续点，如703题图 
所示. 
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7 •函数的连续性 第一章分析引论 I 



【 704 】 y = Msinnx. 

解在(一03，+00)内处处连续，如704题图所示. 



704题图 

【 705】^ = x 2 - [x 2 ]. 

解 x =1,2,…）为第一类不连续点，如705题图 

所示. 



70 S 題图 


385 





数学分析习题 




【706】 。 [士] . 

解^ = 0为无穷型不连续点. 

x ^ \ (k =± 1，± 2，*")， 

R 

为第一类不连续点，如706题图所示（图中仅画了 x >0 的部分， 
且在图形中两轴比例不一致). 


4 

3 


y 


tm 


O 


706题图 

1707] y =工[士] • 

解因为 lim：y = 1,所以 x = 0为可去的不连续点. 

x-M) 

•X = j (k =土 1，士2,…)， 

为第一类不连续点 . 707题图仅画了 x > 0的 部分. 


y 


1 

III 1 1 

0 

111 , JC 


4 3 2 1 


707题图 



y 

0-0 

2 

0-0 

2 

5 K 

垂 1 ft 

5 n 

.2 -2 

Jt 5c 

o—o 

0 2 2 x 

371 * 

_■ o 


708题图 
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7. 函数的连续性： 第一章分析引论 


【708】 



解 i =0 为第二类不连续点， 



2 

(2 是 + l )7 t 


(々= 0, ± 1，士2,…）, 


为第一类不连续点.图形关于 Qy 轴对称.如708题图所示(图中仅 
画了走= 0，±1，土 2，一3时的情形. 


【709 】 y 



解 ： r = 0为第二类不连续点，■及 : r = 士去 U = 1， 
2,…）为第一类不连续点，如709题图所示(图中两轴单位不同 )• 



【710】 


y = COt f. 


解 I = 士(々 1, 士 2, …）为无穷型不连 续点. x = 0 为 


第二类不连续点，图形关于原点对称，如710题图. 
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【川 】 y = sec s 


解 


0, 士 1，士 2,…）， 


nrr ^ | 工 ） 兀 ， —▲ 7 - 1 - ， ^， 

为无穷型不连续点. x = 0为第二类不连续点.当 x — CO 时,3； 4 
1. 图形关于轴对称. • 

【712】 y = (-l) [j2] . 

解因为 

lim y =( — I )"" -1 ， lim y = (_ l) n ， 

OC =±v^(w = 1，2, …） 为第一类不连续点 • 


I l ! 



I II 



7 



711 題图 


712 题图 


17131 


arctan (士 + 占 + 占 ) 


解 limy = lim y = lim y 

x-^-0 T-^l—O x-^2-0 


limV = lim v = lim v = 

产斗 0 2—1+0 i-^2+0 L 

X = 0 9 x = 1 及 or = 2 为第一类不连续点， limy = 0,如713题图 

X-^oo 

所示. 

【714】 y = 3 1 2 - • 

x 6 s\xrx 

解 x = k 7 t(k = 0 ，土 1, 土 2, …）为无穷型不连续点.图形关 
于 Qy 轴对称.如714题图. 
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71 S 題图 


716题图 


17161 


y 


In 


x ' 


(x + l ) U -3 Y 
解定义域为(一 oo , — 1) U (3,+ oo), x 
无穷型不连续点. 


1和 : c = 3 为 


当 : r <— 4时，0< 


In 


-2 x -3 


<1，故 


(x + l )( x -3) 

x 2 


<0； 


当工>一|•时 v 故 
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0 

X 

0 

X 

717题图 


718题图 



【717 】 .y = e ^. 

解 lime + = 0 , lime ^ = oo 9 x = 0 为第二类不连续点. 

jr-^+O t »— 0 

lime ^ = 1，如717题图所示. 

【718】 y = l - e ~ 7 \ 

解 li m：y = 1 ，故 x = 0 为可去的不连续点.图形关^轴对 
称.如718题图所示. 

【719】 y=xh 1 

解 lim y = lim 3 ； = 1 ， 
lim y = lim y =— 1 ， 

- r -^ 1+0 - 1+0 

x =± 1 为第一类不连续点.图形关于原点对称，如 719 题图所示. 

研究下列函数的连续性，并作出其图形 (720 〜 728). 

【720 】 jy = lim (工 ^ 0). 



当 0 < x < l 时, 
当 : T = 1 时， 

当： T > 1 时， 
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. 函数的连续性 


第一章分析引论 


•r = 1为第一类不连续点，如720题图所示. 



【 721 】 

I , 若： c >0， 

解 y = io , 若 x = o , 

1— 1， 若 : r < 0， 

x = 0为第一类不连续点.如721题图所示. 
【 722】 ：y 





当 I x | <1时， 
当 I ：r | >1时, 


函数在(一 oo , + oo ) 内连续.如722题图所示. 




721题图 


722题图 



吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



X = 々7 T 为第一类不连续点，如723题图所示. 


【 724 】尸恶 i + dnx 产 

• T ， 当丨 X — klZ | 时， 

解 y = j "!* 当工=&士晋时， 

| o , 当晋 <； | x — kn | < 穿时， 

(々= 0, 士 1，士2,…）， 

x = 々 tt 士 f 为第一类不连续点，如724题图所示. 



723题图 724题图 


【 725 】 ：y = lim [orarct an ( 72 cotr)]. 

飱 ， co 

当 々丌 < :r < 々丌 + j ， 

解当& +号<：*：<以+兀， 

0 ， 当 :r =々 TT + 号， 

(是 = 0, 士 1，士2,…）， 

x = ^ ( k ^ 0 ) 为第—类不连续点.如 725 题图 所示. 


392 



• 函数的连续性 第一章 分析引论 



725 sm 726題图 


解 


lim 


工， 


lim 


【726】尸免学 • 

ftg _ \ Xy 当 Z <0 时， 
y lx 2 , 当 :c > 0 时， 

函数在(一 00, + oo ) 内连续，如726题图所示. 

【727】尸 lim 

ln(l + e f ) 

_ fO , 当 x <0 时， 

y \ x 9 当 ： r >0 时， 

函数在 (一 CO , + OD ) 内连续，如 727 题图所示. 
【728】 y = lim (1 - \-jc)thtx. 

-7 l °+ x ), 当： r <0 时， 

解 y = < 0 9 当 : r = 0 时， 

(1+ x ), 当尤>0时， 

•r = 0为第一类不连续点.如728题图所示. 


函数在(一< 
【727】 


解 


Xy 



727题图 


728题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


【729】函数 


【730】令 /( x ) 


r-y v — I 9 若 

\2 — j : 9 若 l <: r <2; 

是否连续？ 

解 因为 lim / Cr ) = 2, lim fix ) = 1 

故 i = 1 为第一类不连续点.在 [0,2] 上 / Cr ) 不是连续函数.如 
729题图所示. 

【730】令/(叫=:，■以； 

怎样选择数 I 函数 / Cr ) 才是连续的？ 

解因为 

lim /( x ) = lim(a + x ) = a 9 

x—fO 

\imf(x) = lime 4 " = 1 ， 

而且 /(0) = a ，故当 a = 1 时， /(: r ) 在 : r = 0 处 连续. 因而在 
(- oo ,+ oo ) 内连续•如 730 题图所示，当选取 a = 1 时， /( a :) 在 
整个数轴上连续. 


(：；, 




729题图 


730题围 


【731】研究以下函数的连续性并说明不连续点的性质 .设: 

门、 /V 、 卜 2 , 当 0< 工 <1 ， 

(1)/( 叫2-工， 当] <工<2; 


(2) /( x ) 


1 ， 


当 li 1<1， 
当 li 1>1; 



. 函数的连续性 


第一章分析引论 



故为第一类不连 续点. 

(4) = 0, 士 1, 士 2,…）为无穷型不连 续点. 

(5) x ^ k(k = 0, 士 1，土 2,…)为第二类不连续点. 

【732】函数 d = dU ) 是数轴 Qr 上点 x 与由线段0 < x < 

1及2 < :r < 3所构成的点集之间的最短距离.求函数 d 的解析表 
达式，作出它的图形，并研究其连续性. 



733题图 732题图 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


解 


d(x) 


— X* 

— OO<o：<0, 

0， 

0<x<l, 

工一 1 ， 

1<工<音’ 

2 — X, 

■|< 工 <2, 

0, 

2<:r<3 ， 

、: r — 3 ， 

3<x<+oo. 


dCr) 在(_~， + cxd ) 内连续，如732题图所示. 

【733】图形 E 是由底为1,髙为1的等腰三角形和两个底均 
为1，高分别为2和3的矩形所构成的 （733 题图），函数 S = 
S(：y) (0 < ：y <+oo) 是图形£：由平行线 Y = 0和 Y = ：y 所界定的 
那部分面积,而函数 6 = 6(：y)(0<：y<+oo) 是用平行线 Y =：y 去 
截图形£：的截线长度.求出函数 S 和6的解析表达式，绘制它们的 
图形，并研究其连续性. 


3，-苦， 

解 S(y) = j 

音 十> 
11 


当 0<：y<l 时， 

当 l<：y<2 时， 

当 2<：y<3 时， 

当 3 〈 : y<+oc^ 


S(y) 在[0, +oo) 内连续，如733题图1所示 • 


b(y) 


3 —y， 

当 0<y<l 时， 

2， 

当 l<：y<2 时， 

1， 

当 2<：y<3 时， 

、o, 

当 3<：y<+oo 时. 


y 


2 及 j = 3 为第一类不连续点.如 733 题图 2 所示, 
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733题图1 



733题图2 


【734】 证明: 狄利克雷函数 

尤 (工）= lim {limcos”（7T7w !x) } • 

对任意的 x 都是续 
证设 

f ( m 9 n ) = cos n (7tm!:r)， 

当X为有理数时，设: T=f(/>， 9 为互质的整数，且/»>0)，则 

当 m 〉/> 时 jf ( m 9 n ) = 1 故 ^(x) = 1.. 

当 x 为无理数时，则对任一固定的 m 而言，丨 cos ( nm \ x ) \ 
<1，从而 

limcos n (7rm!x) — 0, 

故 ^(x) = 0, 

. ,、_ P ， 当 i 为有理 数时， 

总之 X( ~ 10,当: r 为无理数时 • 

由实数的稠密性可知，对于任意值X 。存在无理数列及有理 
数列{〜}，使得 linu^ = Xo,limr n = x 0 . 

Tt^oo 

而 = 0， z ( r ”） = i ， 

因此 limx(x) 不存在， 

即在任意点 x，；f(a:) 都是不连 续的. 

【735】研究函数 fix ) = 的连续性，其中 Z ( x ) 为狄 
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{:，， 


里克雷函数(参阅前题），作出此函数的略图. 

^ 当为有理数时， 

解9 = lo ， 当 x 为无理数时. 

当 X 。 # 0时，如果 JT 取有理数趋近于: To 时 q (•!■) 的极限为 X 。， 如 
•r 取无理数趋近于 * r 。 时 qU ) 的极限为0,所以 q ( x ) 在点: Co ， 
0处不连续.又 

limr^(j-) = 0, 

故 q (x) 在: r = 0 处连续•如 735 题图 所示. 



735题图 


736题图 


【736】证 明：黎 曼函数 

rf 、 ] 丄，若 1 = 迅，其中⑺和 n 为互素 整数， 
/( x ) =<ri n 

10, 若: r 为无理私 

当 x 取任一个有理值时是不连续的，当 x 取任一个无理值时 
是连续的，作出此函数的略图. 

证不失一般，我们仅讨论区间[0，1]，设 X 。€ [0，1]，对于 

任给的 e > 0,满足不等式 n < 1的自然数 n 至多只有有限多个, 

e 

即在 [0,1] 中至多只有有限个有理数使得 = .因 

而我们可取3>0,使得在 X 。 的去心邻域0< 丨 X-O：o I <在内 
不含这样的有理数.因此，在0< I x-xo | <3内，不论工是否 
为有理数，均有 j fix ) I < e .因此 



. 函数的连续性 



lim /( x ) 


若 工。 为无理数，则 /(X 。 ） = 0,可见 /(x) 在 X 。 连续. 若: c 0 为 
有理数，则 f ( x 0 ) ^ 0. /( x ) 在 《 r 。 点有可去间断点. 

736题图为 fix ) 在[0,2]上的略图. 

【737】研究由以下形式给定的函数 / Cr ) 的连 续性： 


若工 为不可约有理分数 $ (n > 1) 时， / Cr ) 

无理数时， / Cr)=|*r I . 

并作出这个函数的简略图. 


若工为 


解当 x <0 时， /(: r ) 显然不连续.而对于正有理数6 




m w ^ 


取一列无理数列使得 linu :』 


则 lim /(々） = linxr * = $ 

故 f ( x ) 在正有理数点也不连续. 


ffl / £/ Til 


若: r 。 为正无理数，则对任意的 e >0, 满足^的自然 

W 十 1 L 

数”至多只有限 多个. 故取 0<5< miri{f ,办}，使得在: r 。 的邻域 
( x 0 -^ xo +5) 内不含有理数2，其中士彡■，即若工=+ e 

n 1 l p 


(xo —8 , 工 a 


S )( p , q 为互质的整数 ， P > 6) 则 _ < f . 因此 


对亍 I X-Xo I 内任何 I ，若 : r 为无理数，则有 


I /(X) — / Cr 0 ) 


若，为有理数，设工兮，则有 


I X — XQ ! < ^ ^ y < e. 


I / Cr )-/ Cr 0 ) I 

< _2 _ i + 

^ P+1 P + 


— \P + l 
I x — j : 0 I 


Xq 
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/>+1 


+ — X 0 ) < 音 + 音 



因此 lim /( x ) = / Cr Q ) ,即 /(X) 在正无理数点 X 。 处连续. 
如737题图所示. 



737题图 

【738】函数 

" 、 1 — COSX 

/⑴= — ， 

除 : T = 0外，对于自变数 《 r 的所有值都有定义，为了使得此函数在 
•T = 0时是连续的，则在 X = 0这个点上函数 fix ) 应该补充什么 
样的值？ 


解 


因为 lim 1 T . c 戶 = 

xM) X 




所以当取 /( O ) = j - 时, / Cr ) 在 o : = 0 处 连续. 


【739】 证 明:无 论怎样选取数 /( I )， 函数 /( x ) = r ^在 x 
=1,都是不连 续的. 

证 因为 lim /( x ) =— oo , lim fix ) =+ oo ， 

: ^^ 1—0 

所以 ， x = 1 为无穷型间断点，无论选取怎样的 /(1)，/ Cr ) 在= 
1处均不连续. 

【740】当 x = 0时，函数 f ( x ) 失去意义，定义 /(0) 的数值, 
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(4) 因为 iim(l + or )+ = e ， 故定义 /( O ) = e . 

x^O 

(5) 因为=0,故定义 /( O ) =()• 

(6) 因为 limx 1 = lime xlnr = e ° = 1，故定义 /(0) = 1. 

x-^O x-^O 

(7) 因为 lj^zrlnk = 0, 故定义 /( O ) = 0. 

【 741 】 （ S ) 当 : c = : r 。 时，函数 / U ) 是连续的，而函数 〆 : r ) 
是不连续的 “2) 在 x = X 。时函数 / Cr ) 和 g ( or ) 都不连续，问这两 
个函数的和 fU ) + g ( x ) 在已知点工。是否一定不连续?举出适当 
的例子说明. 

解 （1) / Cr )+ g ( x ) 必不 连续. . 

事实上，设 Fix ) = fix ) + gU )， 若 F (: r ) 在 x 。 连续，则由 
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/(* r ) 在:^的连续性有 


iimgCx ) — lim(F(x) — fix )) 

— limF(x) — lim/(x) 

〜 o w 0 

= F ( x 0 ) —/ O 0 ) = g ( x 0 ), 
这与假设矛盾.因此， F (: T ) 在 X 。必不连续. 

(2) 不一定.例如 


/ i ( x ) = 



当了>0时, 

当 ： r < 0 时. 



当 x >0 时， 
当 x < 0 时. 


显然 /i (* r ) , g , U ) 在 : r = 0处不连续，但其和/〗 U )+ g ] ( x ) = 0 


却处处连续.又如 


/ 2O ) = 
心0)= 


P +1, 当 OT >0 时， 
1 ^ 2 , 当 * r <0 时. 

(2, 当： r >0 时， 

11, 当 o :<0 时. 


显然 / 2 ( x ) ngzix ) 在 I = 0处不连续.其和 / 2 (： r ) + g " 2 (： r ) 也 
在 JT = 0处不 连续. 


【742】设:（1)函数 /( x ) 在点 《 r 。 上是连续的，而函数 gCr ) 
在点办上是不连续的; （2) 在 :r = : c 。 时，两个函数 /( x ) 和 gU ) 
都不连续，问这两个函数的积 / Cr ) g ( x ) 在已知点 a 是否一定不 
连续?举出适当的例子说明. 

解 （1) 不，例如 


/ ⑴ =0,^(x) 


1， 当 x >0 时， 

—1, 当: r <0 时. 

/(■ r ) 处处连续，发 ( x ) 在点 x = 0 不连续，但 /( x ) • g ( x ) = 0处处 
连续 • 

(2) 不，例如 


— 402 — 



7. 函数的连续性 第一章分析引论 


fix) - gU) 


x +1, 当 : r >0 时， 

一 Cr + l )， 当： r <0 时. 

它们均在 : r = 0 处不连续，但 / Cr ). g Cr ) = Cr + l ) 2 却处处 连续. 

【743】能否断定不连续函数的平方也是不连续函数?举出 
处处不连续的函数而它的平方是连续函数的例子. 

解不能，例如 

1, 当 * r 为无理数时， 

当: r 为有理数时. 
fix ) 处处不连续，但 / Cr ) = 1却处处连续 • 

【744】研究函数 /^( o :)] 和 ^[/( x )] 的连续性 ，若： 

( 1 ) f ( x ) = sgar 和矣（: r ) = \+ x 2 ; 

(2) /(: r ) = sgar 和 g ( x ) = x(l —: r 2 ); 

(3) f ( x ) = sgrur 和 g (: r ) = 1 +x — [: r ]. 


fix) 




x 


解 （1) yljfCr )] = 1 处处连续. 

2, 当: r 关 0 时， 

U 当 i = 0 时. 

0为 赴 / Cr )] 的可去间断点. 

(2) 当 ： r = 0, 土 1 时 jgix ) — 0 t 
当 or <— 1 或0 < x < 1 时， gCr ) > 0, 
当1 或一 1 < o :<0 时， gCr ) <0, 


故 




—< 


0 

-1 

0 

1 

0 


在 X = 
而 


1-1 

1,0,1，处不连续. 


当： r <_ l 时， 

当 : r =— 1时， 

当一 l <« r <0 时, 
当 : c = 0时， 

当 0<: r<l 时， 

当 x = 1时， 

当: T >1 时. 


g [/( x )] = 0处处连续. 
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且 



(3)/1>(工)]=1，处处连续 
^[/( x )] = 1也处处连续 • 
【745】如果 



当00<1时， 
当 1< M <2 时; 


< p ( x ) = 



当为有理数， 
当 I 为无 理数; 


(0< x< 1) 


研究复合函数 y = f ( u ) 的连续性，式中《 = < pU ). 
解当: r(0 <x< 1) 为有理数时， M = ( p { x ) = x 9 
0 < u <\, 


故 /( m ) = x . 

当: T 为无理数时, u = 2 —X 


则 l<t/<2, 


故 /( w ) = 2 — u = x . 

从而 / [^( x )] = z 处处 连续. 

【746】 证 明:若 / Cr ) 为连续函数,则函数 FOr ) =| / Cr ) I 
也是连续的. 

证设 x 。 为 /( x ) 的连续点，则对任给的 e > 0 ， 存在5 > 0 ， 
使当 |x — x 。 |<5时，恒有 I /(: r )—/(: r 。）|< e . 

由于 | F ( x )- F ( xo ) | = || fix ) |-| /( jeto ) I I 

<1 /( x )_/ Cr 0 ) I , 

从而 I F ( x )- F ( xo ) l < e , 

故 F ( x ) 在 o :。 处连续. 

【747】 证明: 若函数 / Or ) 是连续的，则函数 

r-c, 若 /( x )<— C; 

/ c ( x ) = i fix ) , 若 I fix ) |< C ； 

ic 9 若 fU ) > c . 

(式中 c 为任意正数），也是连续函数. 
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/ cCr ) = {(l C + / Cr ) H C - fU ) | ). 


而 C + / Cr ) 及 C - fU ) 均为连续函数. 

由746题结果知 f c U ) 是连续函数. 

【7481 证明: 若函数 / Cr ) 在闭区间 [ a ,6] 内是连续的，则函 
数 7 W (: r )= inf {/($)} 和 M ( x )= sup {/($)} 在 [ a ，6]上也是连 

a<^jr 

续的 • 


证我们只证 MCr ) 在上连续. m ( x ) 的连续性之证明 
完全类似. 

设: r 。 6 [〜6].先证 Mx ) 在点 x 。 右连续.任给 e >0, 由于 
/ Cr ) 在点 x 0 连续，故存在谷>0,使得当 |:r 一: r 0 |<谷时， 

恒有 I /(:)— /(工0) !<€• 

于是，当 X 。<1 <1。+5时，有 


/( x ) < f ( x 0 ) +e ^ M ( x 0 ) + e ， 

而当 a < a ： < z 。 时， 

/Cr)<AfCr 0 )<MCr 0 )+ e . 

由此可知当 * r 0 <: r < x 0 + S 时， 

M ( x )< M ( x 0 )+ e 0 ， 

又因 MCr ) 是递增的，故 

M(x 0 ) ^ M(x) ^ M(x 0 ) + e Cr 0 < x < x 0 +《) ， 

因此 lim M ( x ) = M ( x 0 ). 

即 M ( j ：) 在 x 。 右连续. 

下证 MCr ) 的左连续性. 不妨设 f ( x ) 在 [ a ，: r 。] 的最大值在点 
x 0 达到，即 M ( x 0 ) = /( z 。） （否则，若 M ( x 。） = f ( xi) 9 a < 
Xo , 则显然知，当 < x < x 0 时， M (: r ) = AfCr 。）， 从而 M (: c ) 在 
x 0 左连续 .） 任给 e >0, 存在0,使得当 x 。一5< i Car 。 时， 
恒有 /( i ) 〉 /( x。）—e = M ( x 0 ) — €. 

因此 M ( x ) > M ( x 0 ) - e . 
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从而 M ( x 0 ) > MU )> MU 0 )-€, 

即 lim M ( x ) = M ( x 0 ). 

即 MU ) 在 X 。 左连续，证 毕. 

【749】 证 明：如 果函数 / Cr ) 和 gCr ) 是连续的，则函数 
< p ( x ) = min [/( x ) *^( x )] 

和 = max [/(: r )，《(•!*)] 

也是连续的. 

证因为 / Cr )， g ( x ) 为连续函数，所以 /( x )+ g ( x )、/(: r ) 
- g ( i ) 及丨 fU )~ g ( x ) I 均为连续函数•而 

<p(j：) = 士{[/⑴ +g(x)] — | fix) —g(x) I } * 

4(工) = 如 [/( X ) +容(1)]+1 /(工) — gU ) |}, 

所以 〆 : r >,^: r ) 为连续函数 • 

【750】令函数 / Cr ) 在闭区间 [ a ，6] 有定义并有界，证明函 
数 m ( a :)= ^ {/($)} 和 M (： r ) = $&{/($)} 在闭区间 [ a ，6] 左 

连续 • — … 

证设 ( a ，6]. 由于 / Cr ) 在 [ a ，6] 上有界•故 M (: r ) 为 

有限值•任给 e >0, 必存在各6 [〜办）,使得 

于是，当 e <* r <: r 。 时，必有 

M(x 0 ) >• M(jt) 〉 /($ ； ) 〉 M(x 0 ) — eo» 

因此 lim Mix ) = MCr 0 ). 

«r 0 -O 

即 Af ( j :) 在 a :。 点左连续. 

【75〗】证 明:如 果函数 / Cr ) 在区间 a < x<+oo 上连续，且 
存在有限的 lim / Cr >, 则此函数在该区间有界. 

证设焱=11111/(0：)，取6=1,则存在尺>^2，使得当0：> 

尺时，有 I fix)-A |<1. 

从而 I fU ) |<| A 1+1， 
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又 f ( x ) 在闭区间 [〜 i ?] 上连续，因而有界,即存在从 > 0,使得 
当^<： 1 *< 1 ?时， | / Cr ) |< M ,. 

取 M = max { Mj , | A |+ 1} ， 

对当 :r 6 [>，+ oo ) 时，恒有 I f ( x ) |< M . 

【752】 假设函数 / U ) 在区间 Cr 。，+ oo ) 是连续的并且有 
界，证明对于任何一个数: T ， 能求得序列& — +00,使得 

lim [/(： r ” + T ) —/( x „)] = 0. 

证 法一： 不妨设 ： r > o , 事实上如果存在一无穷序列 
+ oo > 使得 


/( x n + T ) -/(xJ = 0. 

则结论已成立，故我们不妨假设存在实数 X 。> 0,使得当 x > x 0 
时 /(: + T )-/ Cr )>0, 

因此 ] im[/(x + D — / U )] > 0, 

X-^CO 

故我们只需证明 lilD [fU + T )_ f ( x)J = 0. 

反设 lim [/(x + T ) — / U)J = A >0 ( A 可为 + oo ), 

则由定义对于数从>0(若八<+^则取从=4，若力=+ 00, 


则 M 可取为任一固定的正数） ，存在 R > X 。,使得当 : r > R 时, 
更重要的有 


f(T + R )- f ( R )> M 9 
f (2 T - hR )- f ( T - hR )> M 9 


f(nT + R )- f [( n - l)T + Rj > M . 

从而 f(nT + R )> (；!—1 )M + f ( R ). 

这与 / O ) 在 ( X 。，+ oo ) 上有界相矛盾.因此 

Hm[/(x + T )-/( x )] = 0, 

X » tec 

故存在序列 A oo 使得 
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lim f ( x u + T ) — f ( x „ )=0. 

- r-^foc 

法二:记 

giy ) — /(工。+ ( y + 1)了） 一 /( 工0 + yr ) : y > 1， 

取一正数序列 { e„}(n = 1，2, …） 使得 lime ” = 0. 易见裒(: y ) 在[1， 

| f.+OQ 

+ co ) 上连续，且有界.现按下法取心，使 | g(kO |< ei . 如果 
g ( l ), g (2) 异号，则由连续函数介值定理，存在匕，且1</^ <2, 
使得 I I = 0 < 幻•若 〆 1) 与 g (2) 同号，且容 (1) ，尽(2)， 

尺(3)4(4)，…都是同号的，不妨设它们均大于0,那么我们可以 
证明，必存在 h > 1,使0 < ) < ei .因为,若对一切自然数/2, 

均有 g ( ri ) > 61 ，则由 g ( y ) 的定义， 

/( x 0 4 - 2 D - fix , + T ) 

/ U 0 +3 T )- /( xo +2 T )^6 M 

…， 

/Cr 。 -\- nT ) —/[:r。+ (n — 1)T] ^ei. 

从而 

/(• r 0 + wT ) ^ (m — l)e + /( x 0 + T ), 

这与 fix ) 在 (: r 。 ， + 〜〉内有界相矛盾.故必存在自然数 h ，使得 

I g ( k { ) |< ei . 

取 工1 =工 0 屮心了， 

则 | /( X , + T ) - fix , ) |<€M 

然后，取自然数 P 2 > k X + l . 通过考虑 g (/> 2 ) , g (/> 2 + 1) ， … ，仿照 
上面的证明，可得 h > t + l . 

使得 I g ( k 2 ) \<£2 f 

取 X 2 = X 0 + 1?2 T , 

则 丨 fU 2 + T ) - f ( x 2 ) |< e 2 . 

依此类推，可得 {A } ，使得 X n OD (M — OO ), 

且 I /( x fl + T )-/( x w ) |< e ”， 

因此 lim ( /( x „ + T ) —/( x „)) = 0. 

【 7 53】设 p (: r ) 和 0( JT ) 都是在 ~ oo < a ： < + OO 的连续周 
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期函数，并且 — 4(:r)] = 0 ,证明 cp(x) = 0(x). 

证先证明 cpU) ，扒工) 有相同的周期•设 cp(x) 的周期为户， 
则 (pioc + P) = (p(x). 

而 Jim^[^(x4 - p) — 0(x + />)] = .0 ， 

得 lim [p(x) — 0(x + p)] = 0 ， 

X 1 ►-foo 

lim [必 Cr) — 0(x 十 />)] 


\imj^<p(x) —0(x4 - />)] — lim^[y(j：) _0Cz)] 


0. 


反设 < fi ( x ) 的周期为 9 关/>，则至少存在一个 工 0 ,使得 

tp(x 0 ) ^ 0(X O + p). 

设 x n = x 0 -\-nq ( n 为正整数）， 

又 a = | ifi ( xo ) ~ (/)( x 0 + p ) |> 0， 

则 丨 ( p ( x „) — ( p { x n +/)) | = a » 

这与 lim OCr ) —〆 x + />)] = 0相矛盾 • 

最后证明, 〆 : r ) = 0( x ). 反设结论不成立，则至少存在一个 

工 0 •，使 0(X0* ) ^ i/j(xo ) 

记 (3 = I < p{xo ) — t / j(xo ) I > 0, x n # = Xo -\~np 

in 为正整数) 

则 I 〆 《!■”•）_ 0( X ； ) I =沒， 

这与 lim [^( x ) — 0( x )] = 0相矛盾. 

因此 ( pix ) = ip ( x ). 

【754】 证明： 单调有界函数的所有不连续点都是第一类不 
连续点. 

证不妨设/(工）为单调增加的函数，且 m </( x ) < M ，设 
• r 。 是 / Cr ) 的一个间 断点. 由单调函数的极限定理知 
/(• r 0 — 0)= lim f ( x ) 9 

及 /( x 0 +0)= lim /( x ) 存在， 

« wr 0 +0 

m ^ /( x 0 — 0) ^ /( x 0 +0) 


且 
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吉米多维奇数学分析习题全解(一) 



故 X 。为第一类间断点. 

【755】证 明:如 果函数 / Cr ) 具有以下 性质： 

(1) 在闭区间上有定义而且单调， 

(2) / U ) 和 fib ) 之间所有的数取作其函数值， 

则这个函数在 [ a ，6]上是连续的. 

证不妨设 /( x ) 为单调增加的，反设 /(: r ) 在 o :。 间断(: r。G 
[ a ， 6]) ,由于 /(* r ) 在: r 。 有定义，即 /( xo ) 存在•由 fix ) 的单调增 
加性知，当 ：r < I 。时, /( i ) < f ( x 0 ). 所以 

/( xo -0)</ Uo ). 

同理 / Uo +0)^/ Uo ). 

由于 /( a :) 在： r 。 间断. 

所以 f ( x o )- fU o -0)， 

及 /( x 0 +0)-/ U ) 

中至少有一个大于零. 

例如 f ( x o )- f ( x 0 -0)>0. 

由的单调性知 /( x ) 不能取到区间 (/ Cr 。一0)，/ Cr 。）） 内的 
值. 

这与题设相矛盾.因此, /( x ) 在 [ a ，6] 上连续 • 

【756】证 明：如 果函数 

fix ) = sin —-— (x ^ a )， 且 /( a ) = 0， 

x 一 a 

在任意闭区间 [ a ，6] 取介于 / U ) 和 /(« 之间的所有中间值，但是 
在 [ a ，6] 上不是连续的. 

证事实上， /(X 〉 在 + + 上 U 为 

自然数）取[一 1，1]之间的一切值.而当72充分大时， 

, 1 ^ , 1 1 

2 mr + 号 2rZ7t_ f J C=[a，6]， 

所以 /( x ) 在0，幻上取[一 1，；!]上的一切值，当然更取 /( a ) = 0 
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_ 7. 函数的连续性 

与 /(6 )(j /(6) |<1)之间的一切值.但显然有 /(: r ) 在 = a 处 
不连续. ^ 

【757】证 明：如 果函数 / Cr ) 在区间 U ，6) 内是连续的，且 
A ，: r 2 ，…，: r „ 为此区间内的任意值，则在它们之间能找到一数值 

使得 /(0 = - [/( x ,) + f ( x 2 ) + …+ /(;)]• 

n 

证不妨设 



a < a < or 2 < …< :r n < 6 ， 

若则结论显然成立.故设 X 〗 <- r n . 由于 /( x ) 在 Oi ，《 r,J 
上连续，于是， /(： r ) 在 OmA ] 上取得最大值 M 和最小值 m , 且 
m ^ fix ) ^ M,x 6 [xi , x n ], 


从而有 

71 7 ^i 

由连续函数的性质，存在 6 6 [^,^]，使/(0 =丄 

71 1-1 

【758】设函数 fix ) 在区间 U ，6) 连续，且 


Hid/ ( 工）及 1= lim/(x). 

mrH) •r^crH) 


证明：对于任意数 A ， 其中存在序列: + 
2,…），使得 lim / U ) = A . 

证当;1 = /或々=1^时，结论显然成立.因此，设 
/ < A < L . 

因为 lim /( x ) = /， lim /( x ) = L ， 


a + 0 (n 


故存在序列 U ,} 及汍},使得〜 — fl + OA-fl + o , 

且 lim /(“”） = /, lim /(6 n ) = L . 

于是，存在自然数 N ， 使得当 n>N 时， /( A ) < A < f ( b n ) 
由 fU ) 的连续性知 U " 之间存在 ^ ，使 
fix n ) = A in > N ). 

由于 a „ a + 0 ^ b n - ► a + 0, 

故 x n a + 0 ^ 
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并且 lim / X :^) = A . 


§8. 反函数 


用参数表示的函数 


1. 反函数的存在和连续性 


如果函数 : y = / Cr ) 具有以下性质:（1)在区间(〜6)内有定 
义且是连续的； （2) 在严格意义上讲，在此区间上是单调的.则存 
在单值反函数 x = fHy ) ，此函数在区间 ( A ， B ) 上有定义且是连 
续的，在严格意义上讲是相应地单调的. 

其中 A = lim ^/ Cx ) 和 B = 

在其最大存在域定义并且在这个 k 内满足方程式 /[(#(： y ))] =：y 
的任何单值连续函数 x = g (: y )， 则被理解为已知连续函数^ = 
/(• r ) 的多值反函数的一个单值连续分枝. 

2. 用参数表示的函数的连续性 


如果函数 〆 0和 〆 G 在区间 ( CX ， 戽内有定义而且是连续的， 
且函数 〆 0在这个区间上严格单调，则方程组 


x = ( p ( t ) 9 y = ( pU ) 

在区间 ( a ，6) 内将: y 定义成 x 的单值连续函 数 :: y = Cr )], 

其中= WnupU ) 和 6 = 

/-<r+0 

【759】求线性分式函数的反函数 




ar +6 
cx +d 


( ad—be 妾 Q ) 


问在什么情况下，反函数与已知函数相同? 



由 ： y = 


ax +b 


解之得反函数为工 


或写成 ： y = 


dx + b 
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. 反函数. 第一章分析引论 


反函数与已知函数相同，当且仅当 

ax +b —doc +6 


cx +d 


cx — a 


解之得 a+d = 0 , 

或 6 = c = 0 9 a = d ^0 (此时函数为 ：y = 
【760】设: y = z + O] ，求反函数 z = x(^). 
解 当 6<: r<々 + l， 时 
2 k ^ y < 2 k -\- l . 

且 Dr ] =々 （走= 0, 士 1，士 2, …）， 

所以，此时 ：y = *r + h 

故反函数为 a： = ：y — ife (2^<^<2^ + D - 


x). 


y— ^ ^ 1 ^[ 2 ^ ，2々 + 1 )• 


【761】证明 :存 在唯一的连续函数: y = yU ) (- co < x < 
+ oo ). 满足克卜勒方程 

y — esiny = x (0< e<l)， 

证 640题知序列 

: yo = oc,y n = x + esin^, (n = 1,2, — ) 

的极限 ^(x) 为克卜勒方程: y —以叩 =* r 的唯一的根 • 

现在证明: y = : y (: r) 是连续的.事实上，对任意 x。, 我们有 

I yAx ) — >(了 0 ) I 

=| (x — x 0 )+ e [ sin 3/, r-i (^) — sin ^ i ( xo )] | 
x — xo | + e I y ,^\ (: r ) — y^i ( x G ) |. 

逐次应用此不等式，即得 


I y n (x) —y n (j ： o) I 
^1 x —xo I (1+e+e 2 


1— f 1 






+ e ” 

I *r — 


令 w 


，便有 


I —y(x 0 ) 


\ x — xo \ (0 <C 1), 
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因此 lim ： y (: r ) = y ( x 0 ), 

^ x o 

即 y ( x ) 在 x 。 连续•由 o :。 的任意性，知: yCr ) 在 (一 oo , +CX)) 内连 
续. 

【762】证明 :方程 cotr = kx 对于每个实数是(一 00 < 是< 
+ OO ) 在区间0 < ：T < 7 T 内具有唯一连续的根 *r = xik ). 

证设 /(： c )=_ 


显然在 (0，； r ) 上 cotx 和+ 都是连续的严格单调减函数并且 

lim fix ) =+ co , lim fix ) =—00 

-r-WO x v O 

因此，对每一实数 K _ oo <々 <+ oo ) 有唯—的 I 6 (0,7T) 使 
fix ) = A ，即 cotr = kx . 


另外，由于 / Cr ) = ^ 在 (0，； T ) 上是连续的严格减函数，故 


k = /( x ) 的反函数: r = x ( k ) = ( k ) 存在而且是 一 00 < 々< 

+ oo 上的连续的单调减函数.此 x = x ( k ) 即方程 cotr = &的根. 

综上所 述知: 对任何 K — oo < 々<+ od ) ,方程 cotr = / b : 在 
(0,7 t ) 上有唯一的根 i = : rU ) ，并且: r ( A ) 是 (_ oo ，+ oo ) 上的连 
续函数. 


【763】非单调函数 : y = /(: r ) (— oo < x <+ oo ) 能否有单值 
的反函数？ 


研究下例 :: y = I 一工 
解可以，例如函数 


若 x 为有理数， 
若工 为无理数. 




y 


X 


若2为有理数， 
若工 为无理数. 


在区间 (一 OO, 4-00) 上为单值函数，但不是单调的函数，而其反函 
数为此函数本身. 

【764】在什么情况下函数 : y = /( x ) 和反函数 x = r (^) 
是同一函数？ 
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. 反函数 


第一章分析引论 


解 为统一坐标起见，记 : y = fU ) 的反函数为 y = r 1 ^- 
故函数7 = fU ) 与反函数为同一函数，当且仅当 
广 1 Cr ) =/ Cr ), 

即 ： r = /(/(: r )). 

【765】 证明: 不连续函数: y = ( l +： r 2 ) sgar 的反函数是连续 
函数 • 

解 原函数为 

ri + x 2 , 当: r > o 时， 

^ = sO , 当 1 = 0 时， 

U(l + x 2 ), 当: r < 0 时， 

显然在 ：r = 0 处不连续.其反函数在 I y I > 1 及 y = 0 有定义•其 
反函数为 

V ^ 17 !， 当: y>l 时， 

x = < — 当 3 ； 1 时， 

io , 当 : y = 0 时. 

易见，上述函数在其定义域内 连续. 

【766】证 明：如 果函数 / Cr ) 在闭区间[>， 6] 上有定义且严 
格单调，以及 lim /( a :«) = f ( a)(a ^ < 6 ) ，则 lirar ” = a . 

证 不妨设 /( d 在上严格单调增加.如果结论不真， 
则在 U , 6 ) 内总存在一个实数^及序列 U „} 的一个子序列}， 
使工 ” k >^i. 

由于 / Cr ) 严格单调增加，故有 
/( x nA )>/( a ,)>/( a ). 

于是 /( a ) = lim /( x „ ) ^ /( ai ), 

矛盾，因此 linLr „ = a . 

确定以下函数的反函数的单值连续分支 (767 〜 772). 

【767】3；=工 2 . 

解 反函数的单值连续分支为 

x — Jy (0^3^ <+°°) f 




吉米多维奇数学分析习题全解(一) 


及 


X 


—4 y (0<^ <+°°) 


【768 】 y = 2 x — X 2 . 

解由 x 2 —2 *r + ：y = 0 


得 


x 


2 ib V 4 — 4^ 
2 


1 ± yi — ： y . 


于是单值连续分支为 


及 


x 


x 




【769 】 ：y 


1 + Vl-y 

= lx 
— 1+， 


(― °°<y < 1) 


解 


由于 

■ 2 y -2 x + y 


0 


故 


X 



又奸 ㉟ 


lim 


— >/i 一 y 

y 


当尹0时， 
当 : y = 0时. 




lim - 

W y(l + Vl - y z ) 


l + yi-y _ 




•y 


故反函数的连续分支为 


X 


1-V ， l'y 2 

y 




及 


X 


- (0< bl < l ). 


【770 】 ：y = sinx . 

解单值连续分支为 


x = ( — l/arcsiny + 々兀 

(走= 0, 士 1, 士 2,…） 


= 0 , 
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. 反函数 


第一章分析引论 


【771 】 ：y = cosj :. 

解单值连续分支为 

x = 2灸丌士 arccosy 

(是= 0, 土 1，土 2,…） (|^|<1). 

17721 y = taar . 

解单值连续分支为 

x = arctany + kz 

a = 0, 士 1, 士 2,…） （一00<3；<+00乂 
【773】证明 :连续 函数: y=l + siar 对应于区间 0< x <2 tt 

的值域是一线段. 

证 因为一 l < sinr < l . 

从而 0 <l + siar <2, 

而 y = 2 ,y = 0, 

且 y = ^ + sinr ， 

是 [ f ， f ] 上的连续函数，由连续函数 的介值 定理知当 x 从 f 变 

亨时 ，: y 取0到2之间的一切值.因此当0 < a : < 2 tt 时，: y 值的集 
合就是线段[0,2丄 

【774】证明：等式 arcsiar + arccosx = 


证 

令妒 = arcsinx , 

则 

x = sin^. 

从而 

cos (号 —( p 、= sin^p 

又因为 

-f , 

故 

0 < -f* — ^ < 7T. 





即 


arcsiar + arccosx =号 


【 775 】 证明：等式 arctanx + arctan — = -ysgarCx ^ 0) 

JC 

证 当 x>0 时，令 p = arctanx » 


则得 

tanp = x. 

且 


又 

cot(~| ■—史 ) = tanp 

故 

tan (f —笱 = 士， 

且 

0 <f-P<f ， 

故 

-7T — <P= arctan —. 

L X 

即 

arctaar + arctan — 


x 


x 


4 U>0) 


当工 < 0 时，令 0 = arctaar ， 


则 

x = tan 心 

且 

-y<0<O, 

又 

cot ( —— 必 )= tan^ 

即 

tan (— 号一分 )= 士， 

并且 

2< 2 4 <0 , 

故 

7T 1 

— 7T — (Jj= arctan —, 

L X 


JCj 


即 


arctaar + arctan — 

x 


]Z 

2 


(x<0) 
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j 总之，当工 # 0 时 ,arctarir + arctan — = ysgrir . 

OC Ld 

【776】证明反正切相加定理： 

jr ■ 1 ^ 

arctaar + arctanv = arctan --^ + e 7 t » 

1 —xy 

式中 e = eU ， y ) 是取值0,1, — 1三者之一的 函数. 

在已知 x 的值中，什么样的: y 值能使函数 e 可能不连续？在 
Qry 平面上作出函数 e 连续的对应域并求出此函数在所求得的域 
内的数值. 

证 设史= arctaar ， 0 = arctan ^ 

则 一 一 

故有 _7 T<p + 0<7 r . 

若 jrjy < 0，则一号 < P 4 f • 

若工>0,7>0,则 O<p + 0<7 c . 

# 

再讨论9 + 0位于(0，号)还是(号，兀). 

由 0〈 9+少< 号’ 

得 0 < arctaar + arctany < 号， 


0 < arctaar <C 


arctany 


亦即 x <C tan (号— arctany ) = cot ( arctanjy )= 

故 巧<1， 

因此，当 ：r > 0,：y > 0 ，巧 < 1 时， 

9 十 06 ( 0 ，号)， 

同理，当 工 > 0，：y > 0，:^ > 1 时 ，史 + 0 6 
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- 吉米多维奇数学分析习题全解(一 ） j _ 

同法可证，当:2：<0,7<0，：0^ < 1 时，9 + 06 (— 号，0)‘ 
当 ： r < 0 ，：y < 0，: r：y > 1 时， P +0 6 ( _7 r ，—号 )• 
总之，若巧< 1，则9 + 0 €卜号， " f ). 

若 : r > 0，: r：y > 1 ，则 9 + 4 6 (^*^)- 
若 :r < 0，: r：y > 1，则9 + 4 6 (―兀，—号). 

设 u = arctan ^ ， 

l— xy 

则 ~ f < u < f . 

由和角公式，有 tan (^ + 0) = = tanw . 

因此 当一晋 + 时， 9 + 4 = “- 


当号 <史+ 0<穴时，9 + 4 = “ +兀. 


当 一 兀 < 沪+必 <— 号时，9 + 0= “一 兀. 


arctaar + arctany 


arctan 


思， 


7T + arctan ^ • 十上 

I — xy 


丌 + arctan 


x-t-y 
1 一 xy 


若❾< 1， 

若: r 〉 Onxy > 1 


若 o : < 0 9 xy > 1 


当 : r 固定时，若 ：y = i ，则 e 不连续.因为此时(例如设 x > 0) ，当 


y 


> —时， e 三1，而当7〈~^时，6三0•如776题图所不，曲线巧 

OC OC 
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•反函数卜：第一章 I 分析弓 I 论 

=1 为函数 e = e(x 9 y) 的不连续域 . 



xy >\ 


776题图 

【 777 】证明反正弦相加 定理： ， 

arcsiar + arcsiny 

=(— l)*arcsinCr Vl — y 2 +y •/! — x 2 ) + 


en 


其中 


sgrur 


( 丨工 1<1, I y I<1) 

若 XJ < 0 或 I 2 +/ < 1 ， 

若 a > o 且 : r 2 + y 〉 1. 


证令 


arcsiar + arcsine ( | x 1» ! 3 ^ 1) 


因为 一 f < arcsiar ^ , 

—号 < arcsinjy < 号， 
所以 一 7I<W<7T. 


令 v = arcsinCr Vl~y 2 y 71 — x 2 ) ， 


则 


f 


并且 smu = x \/l — y 2 y \/l 一 
u 有三种可能的情形 . 

情形 I 


sum 
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若巧 <0, 则或者 0<x<l 及 一 l< ： y<0, 或者一 1< 工 <0 
及 0 < ：y < 1 ，因而 0 < arcsinx < y , 

及 —-?• < arcsin：y < 0 ， 


或 


号 < arcsiar < 0 


及 


0 ^ arcsin^ ^ 



故 


_7t 


^ arcsiar + arcsiny < 号 . 


若 ： r > 0，：y > 0 ,显然 0, 要使 m < 号，即 


arcsiar + arcsin 汐 < 


7T 



从而 0 < arcsinr < 


7T 

2 


arcsinjy = arccosjy 〈 


jr 


由于内，正弦函数是增函数.故 
sin( arcsiar X sinCarccos.y) t 
即 

亦即 x 2 +y < i . 


同法可证，若: c <0，； y <0, 则一 

相当于 x 2 +y <1. 

因此，当 a < 0或: r 2 + y 2 < 1，时 m = r ;. 
情形 n 


f <tt<7T ， 


当 y < M < 7T 

时，必有 X > > 0. 
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. 反函数 第一章分析引论 


条件晋 < arcsiar + arcsinjy < 丌， 

即 号 〉 arcs ^ ar 〉 f _ arcsiny 〉 0. 

从而 x > sin(f — arcsine) = \/1 一/， 

即 ： r 2 +y >1, 

因此，当 :r 〉 0，：y >0 且 1 2 +3/ 2 >1 时 ， W = 7C — u 

情形 DI 

— <— 

此时，必有 x<0 ， jy<0 •且一 7t< arcsiar + arcsin^ <一 号 
即 y < arcsin (— x ) + arcsin (— y ) < tt» 

由情形 II 的讨论知，有 

x 2 + y > 1 ♦ 

因此，当 x<0 t ^<0» : r 2 +/> 1 时 w =—7c — 认 

总、之 arcsinx + arcsin^ = 

arcsin(x Vl— y z +y \/1 一 ■?) ， 

若巧 <0 或 i 2 +/ < 1， 

k — arcsin ( a ： — ^ + y V \— x 2 ) » 

若 : c 〉 0 ， ;y 〉 0,x z +y > 1 ， 

— tc — arcsin (x \/l 一 y 2 + jy 1 — 工 2 ) ， 

若 > 2：<0， 1 ^<0，工 2 +：/〉1， 


arcsinx + arcsin^ 

= (— l) c arcsin( x Vl— -\-y V l—x 2 )+e 丌 . 


其中 


sgaz 


若巧<0或: 

若 or ： y >0 及 P+y > 1， 

(|x|<l, |：y |<1) 
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【 778 】证明反余弦相加定理 : 


arcco&r + arccosy 

= ( — l) £ arccos(:ry — J\— x l y/l — y 2 ) + 2 ne 

(Ix|<l, |_y I<1). 


其中 


e 


0, 

1 , 


若 : r + y >0, 
若 x + ：y < 0. 


证 设 w = arccosx + arccosy 
因为 0 < arccosx < 7t ， 0 < arccosjy < 兀， 

故 0 ^ M ^ 27T. 

若 0 < m < 丌， 

则 0 < arccosx ^ ir — arccosy < tt ， 

而余弦函数在 [0,7C] 上是减函数.因此 


x ^ cos(7c — arccosy) =— y ， 

即 x + y^ 0 . 

同理可得，若 k<u<2tt ， 

则 x + y< 0 . 


再设幻 = srccosixy — y/\— x 1 vl— y 2 )9 
则 0 ^ t ； ^ 7T. 

由和角公式有 

cosm = cos(arccoso: + arccosjy) 


= xy — Vl—x 2 vl—y = cosw, 

因此，若 
则 u = v. 

若 7r < M ^ 2 iz, 

则 u = 2 n — v, 

即 arcco&r + arccosy 


= (— l) £ arccos(xy — v 1 — x 2 vl — y z ) +2tc» 
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其中 


I £ = [ 0, 若1 + >^ 0 ， 

€ ll ， 若 J ： + ： y <0. 

【779】作出以下函数的 图形： 

(1) y = arcsinr — arcsin \/l— x 2 ； 

(2) = arcsin(2x v 1 — x 2 ) — 2arcsiar. 

解 （ 1 ) 因为 

x 2 + ( - = 1. 

由 777 题的结果有 

y = arcsiar + arcsin (— 

= arcsin (x \/l — (1 —: r 2 ) — \J\ — x 1 y/1 — x 2 ) 
=arcsin(x | x 1 +x 2 ). 

当 一 l<:r<0 时 ，: y = arcsin (— 1) = — f ， 、 

若时 ， > =arcsin(2«r 2 — 1) 

= 2 arcsiru: — - , 


当一 l<x<0 时， 


2arcsiar — ^ 9 当 0<:r<l 时 • 

如 779 题图 1 所示 
(2) 由 777 题的结果有 

2arcsiru: = arcsiar + arcsiar 


arcsin(2x %/ 1 — x 2 ), 


若卜 4 


7csgnr — arcsin(2o: V\ — jt 2 ), 若万 < I : K 1 
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779题图1 


779题图2 


【 780 】设方程式 

x — arctan /， y = arccoU (― oo <0 <+ °°) 
给出函数 : y = ： yCr), 求 : y = ： y (: r). 

问在怎样的域内该函数才有定义？ 

解由条件有 






8. 反函数 第一章分析引论 


【781】设 x = ch/，：y = sh /(— oo <0<+ oo )， 在怎样的参数 
t 变化域可以把变数: y 看作是变数: r 的单值函数?求出对于各个域 
上: y 的表达式. 

解由于 

x = cht = 



y = sht = ― g —， 

所以 = 1. 

当 sht = > 0 时， 

即 e ^ e-S 

或 e ^> l , 

亦即时， 


y = vx 2 — 1 . 

当 < < 0时 j ; =— Vx 2 — 1. 

不论《取何值，都有 x > 1，故有意义 • 

【 782 】 要使方程组 

x = (pit) 9 y = ip(t) (a < / < /3) 

将: V 定义为: r 的单值函数的必要且充分的条件是什么？ 

研究实例:= s\n 2 t 9 y = cos 2 t. 

解 将: V 定义为: r 的单值函数的必要且充分条件为对任意 
给定的 X ，使 〆 0 =: r 的一切 f 值，函数应有同一的值.下面 
加以证明，先证必要性，倘若不然,则存在: r 。 及6^，使 〆 ^ ) = 
ip ( t 2 ) = x 0 且0( 〖 1) 于是，对于这样的 a ：。， 有两个不同的 

: y 值:^ =0(^1 )^2 =4( f 2 > 和它对应•故: y 就不定义为 X 的单值 
函数.因此，使= x 的一切值， 0(0 应有同一值. 

再证充分性，对任一工，取 Z 。 使 :r =史(£。）定义与: r 对应: y 为 
y = tpUo ). 
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这样定义的函数 : y = : y(z) 不因 & 的不同选取而不同，它由 ^ 
唯一确定 . 从而 : y 定义为 x 的单值函数 • 

【 783 】 问在什么条件下，以下两个方程组 
x = (pit) 9 y = ip(t) (a < f < 6) 

和 x = (p(^(z))fy = 0(^(r)) (a < r <C ^) 

能定义同一个函数 : y = : y(*r)? 

解 当《 <!*</? 时，函数 x( r ) 的值的集应为区间 ( 〜 6 )，即 
x[(a^)] = (a ， 6) 

【 784 】 假设函数 pCr) 和 0(x) 在区间 U ， 6 ) 内有定义而且 
是连续的，且 A = = sup^pCx). 

在什么情况下在在区间 (A,°B^ 有定义的单值函数 /Cr), 
使得在 a < or < 6 时 ,0(x) = /[^(^)]? 

解 设 “ = (pix ) , v = ^(x) 

显然，要求对于使 <p(x) = u 的一切 I 值 (A < “ < B) ，函数 i/ ； (x) 
应取同一值 . 这时对 we (A,B ), 可定义 

f(u) = (/)( 工） =V ， 

其中 T 为满足 9 U)=u(a<x<b) 的任何数.上述条件保证了 
这样定义的 ^ = /(w) 是单 值的 . 

§9. 函数的一致连续性 

1. 一致连续性的定义 

设函数 /Cr) 在 X 上有定义，若对于每个 e > 0, 都存在 5 = 
扒 e) >0, 使得对于任何数值 G X ，由不等式 

I X — X |<5 

可得出不等式丨 /(/)-/(/) |<€, 

则称函数 /(:r) 在已知集 ( 开区间，闭区间等 ) X= {«r } 上为一致连 
续函数的 . 

2. 康托 尔定理 

在有界闭区间 [ 心幻内有定义的连续函数 /( ： r ) 在此闭区间 
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上一致连续. 

【 785 】 某工厂的车间制造正方形薄板，其边长 x 可在 1 厘米 
到10厘米范围内取值，为了使(在上述范围内）不论何种边长薄 
板的面积: y 与原设计的差小于 e ，问能以多大的公差5加工这些薄 
板的边长? (1) e = 1平方厘米； （2) e = 0. 01平方厘米； （3) e = 
0. 0001平方厘米，求 e 的值. 

解 ：y = x 2 ( l <: r <10)， 由于 

| X 2 — X 1 I = I X — X I I X X I 

<20 | x -x \. 

于是对任给的 e>0, 要 |/ 2 _x〃 2 |<6, 

只要 |/一/|<泰 即可. 


于是，在加工薄板边长时，只要取公差&，当丨/ — * r " j < 5 
时，即可满足要求. 

(1) 当 e = 1平方厘米时 d <& = 0.05 厘米 • 


(2) 当 e = 0. 01平方厘米时，5 <^ = 0. 0005 厘米. 

(3) 当 e = 0. 0001平方厘米时， 

5 < = 0. 000005 厘米. 


【 786 】 圆柱形套筒的宽度为 e ， 长度为5,将套筒套在曲线 : y 

=&上并沿此曲线滑动，此时套筒的轴仍然保持平行于 Qr 轴， 
为了使此套筒顺利地通过曲线上由不等式一 10 < :r < 10所确定 
的曲线段，问5应该等于多少?设 (1) e = 1;(2) e = 0.1;(3 k = 
0. 01; (4) e 为任意小数时 • 


解 ：y = &. 对于: y / #/，由于 


I y - y I 


y 


v ° - y ° 

+ y /+/ 2 
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v /3 - v /3 

= {( y +/) 2 +{( y -/) 2 

| iy -/ i 2 

即 -j I y —y I 3 <1 y' 3 -/ 3 I = I I. 

从而 I y —y I < y ^\ * r ’： •/ T . 

对于任给的 e >0, 要 
I y —y l <€» 

只要 |: r '—: r "|<^ 即可/ 

取 0 < 

则当 U '_ 

时，恒有 1 ^fx — Yx 1 I <C £. 

(1) 当 e = 1 时 ,5<+• 

(2) 当 e = 0.1 时, 2, 5 X KT 4 . 

(3) 当 e = 0. 01 时， 2. 5 X 10~ 7 . 

(4) 当£为任意数时,5<|. 

【787】用 “ e — f 语言表述法，正面表达以下 论断： 函数 
/( x ) 在某集(开区间,闭区间等等）内是连续的，但在这个集内并 
非一致连续. 

解设集合为 R 所需论断的 — V 说法如下 :对于 任给的 e 
>0及 I。 e E ， 总存在一个数叙 e ， A ) > 0,使得当 | t — x 。 丨< 
5( e ，《 r 。） 时，恒有 

I /( x ) — /( x 0 ) |< e ， 

同时，至少存在一个 eo > 0,使对于任意给定的 S > 0,至少存在两 
—— 430 —— 



函数的一致连续性 


第一章分析引论 


点: n ， J ：2 6 E ， 满足 I A — : r 2 |<占，但 

I fU x )- f ( x 2 ) |> eo . 

【788】证明 ：函数 / Cr ) =丄在区间 (0,1) 内是连续的，但 

OC 

在此区间内并非一致连续. 

证连续性是显然的，现证 / Cr ) = i 在 (0,1) 上不一致连 

续.考虑(0，1)内的两个点列 

1 / 1 

则对于固定的 e 。， 只要0<0。<1，对任意的5>0，当”>^时， 

但 | /(:”） 1= 1 > 60f 

因此 fix ) = ^在 (0,1) 上并非一致连续. 

【789】证明 ：函数 / Cr ) = sin - J 在区间 (0,1) 内是连续的, 
但在此区间内并非一致连续. 

证由基本初等函数在其定义域的连续性知，当 x 关0时， 
fU ) = sin $是连续的.同时 | f ( x ) |< 1，即 fix ) 是有界的•现 

OC 

设 X n = —, x n = (” >2)， 

n n + 1 

则 x n e ( oa),e ( o ， i ). 

当 0 < e 。< 1 时，对任给的 心当 71 时，总有 

、 x " — 乂 1 = „(„ + 1) < ^ <8 ' 

I /(1„) — f ( x n ) | = 1 > €o * 


但 



■ ■■卜 _ 、 J 




1 wJ 

r f 11 





一 

- 丫 f r 

1 

— ■ i 

齡、 — ) 


因此, / Cr ) 在 (0,1) 上并非一致连续. 

【790】证明 ：函数 /( z ) = siru ： 2 在无穷区间一 oo <： r < 
+〜上是连续的且有界，但在此区间内并非一致连续. 

证由基本初等函数在其定义域内的连续性知, /( or ) = 
siar 2 在(一 00 , +⑺）内连续，且 I siar 2 |< 1，即 fix ) 有界. 现证 
/ Cr ) 在(一⑺， + CX 3) 内不一致 连续. 

考虑(一 00 ，— 00 )内的两个点列 

Xn = < \/? ? X，n = (n = l ，2, …)， 

则当0 < e 。 < 1时，对任给的3 > 0,只要 n 充分大时，总有 




— I ’” 丨= 


JL 




(h + Dtt 
2 




但是 丨 /(:”）一 fU „) |= 1〉 eo ， 

因此， /Cr) 在(一 00, +oo) 内不一致连续 • 

【791】证 明:如 果函数 /Cr) 在域 a<x <+00 内有定义并 
且是连续的,且存在有限的 lim /( x ), 则 /Cr) 在此域内是一致连 

n _ 4 oo 

续的 • 

证设 lim /( x ) = A . 

则任给 e >0, 存在 /?>〜 使得当 : r > i ? 时， 


I /( 工 ) —A |< f • 

从而，当 x '〉 时 

I fix ) — fix ) I ^ fix ) —A l+l fix ) —A |<€t 
又由于 / U ) 在 [ a , l ? +1] 上连续，从而 / Cr ) 在 [>，/? +1] 上一致 
连续.故对于上面给定的 e > 0,存在而 > 0,使得当 
X ’ 6 [ a,R + l ], x ^6 [ a,R + l ], 

且 I j / _ : c 〃 I < 而时， 
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恒有 丨/(/)— / C /) |< e - 

令 d = min{^i ,1}. 

设 x\x 6 [^» +°°) t 

且 | :/ — JT " j < 占， 

从而 工，“” 或者同时属于 [ a , 1? + 1]，或者同时满足/ > R , x ,f > 
兄因此，恒有 I /(/) - /(:") |<£,故 / Cr ) 在 [ fl ,+ oo ) 上一致 
连续. 

【792】证明:无界函数 /(: r ) = j ： + siar 在全轴 一 oo < x < 
+〜上是了致连续的. 

证因为 . 

! fix ) — /(« r ") | = | (x — x ) + ( siar ’ 一 siar ") | 
x — x 丨 + 1 sinx f — siar " | ^ 2 | x r — |, 

对于任给的 e >0, 取 S=f >0， 

则当 /,/e (-00，+00)，且|/-：/，|<5时， 

恒有 I fix )- f { x f， ) |< e . 

故 /( X ) 在(一 oo , + oo ) 上一致连续 • 

【793】函数 fix ) = x 2 在以下区间是一致连续的吗? 

(1) (_ M )， 此处 /是任 意大的 正数； 

(2) 在区间 (_ oo ，+ oo ) 内 • 

解 （1) 当 V , x"e (_ M ) 时， 

\ fU )- fU ^ I = U , +«/||/-/| 

^21 \ x — x r \ •, 

故对任给的 e >0, 取卜责，则当 V ，: r "6 (— /,/)， 且 lx ，一 x 〃丨 

<占时，恒有 I fix ) - fU f ) |< e , 故 /( x ) 在 (一/,/) 上一致 
连续. 

鋤 

(2) 在(一⑺， + W ) 上，对于£。= 1，考虑两点列 


433 


吉米多维奇数学分析习题全解(一） 




n^x „ = n + 丄 , 


则对于 任意的 DO , 当时， 


但是 I /(/”) 一 /(;) I = 2+(士） 〉 e 0 ， 

因此 /( o ：) 在(一 oo , + 00 ) 上非一致连续 • 

研究以下函数在指定域内的一致连续性 (794 〜 800). 

【794】 fix ) = -^— 2 (-1< x <1). 

4 一 〆 


解 /( x ) - 7 ^在 [一 1, 1] 上连续，从而 /( x ) 在 [— 1， 1] 
上一致连续. 

【795】 fU ) = lru - (0< x < l ). 

解取 

€o = +l n2 ， 

考虑点列: r ” = \ yX，n = ^ (” = 2,3, …)， 

对于任给的5>0，当/|>卷时， \= Yn < ^ 

但是 丨 /( A )—/(/”）|= ln 2> co , 

因此, / Cr ) 在(0，1)内非一致连续 • 

【796】 fix ) (0< x < k ). 

X 


解由于 ㈤ 竽 


定义函数 F(x) = 



x = 0, 

0 < X ^ 7 T > 


显然 FU ) 在 [0,7 T ] 上连续，因而 FU ) 在 [0， K ] 上一致 连续. 因此 
fix ) 也在 (0,7 C ) 上一致连续. 
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【797】 fix ) 


e J cos — 
x 


(0<x<l). 


解取 

令 x n 


(2« + 1)兀， 


nic 


( n 为正整数）, 


则心 及 x， n 均属于 (0, 1). 对任意给定的 0, 当” 时 

总有 I 一 /” 丨= (2 „ + 1)njt < 2 ^ <d - 
但是 I /( a ) -/(汄 ） I 



cos (^ + f)-eicos^| 


>* 1 


因此， / Cr ) 


ekosl 在(0,1)上非一致 连续. 

oc 


【798】 fix ) = arctaar (— oo <j <+ oo ). 

解由于 / Cr ) 在 (一 oo , l ] 及 [0, + oo ) 上连续，并且 

lim arctaar =吾， lim arctanx = 一吾 

J^+OC L T •^OC Z 


由 791 题知 /( X ) 在(一 a , l ] 及 [0, + oo ) 上均一致连续•于 
是，对于任给的 e >0, 存在糸 ( e ) 〉0,当 anA e (- ~,1], 且 
\ J ：\— x 2 | <5 i ( e ) 时，恒有 I /( xi ) —/( x 2 ) |〈e 
成立•又存在灸(£)>0,当々，: r 2 e [0，+ oo )， 且 I xl - x 2 |< 
炎 ( e ) 时，恒有 I / Cr 】）一/ Cr 2 ) |<e 
成立. 现取 5* = 8 (e) = min { 1 ，5 i ( e ) ，灸 ( e )} ， 

则当 j :】， x 2 6 (— 00 , + ⑺），且 1 a — x 2 I 〈沒 时， A 与工2必或同 
时属于(一 od ，1], 或同时属于 [0, + oo ), 故恒有 

I /( 工 1 ) — /( 工 2 ) l<e. 

因此, / Cr ) 在(一 w ，+ c «) 上一致 连续. 
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【 799 】 /(x) = ^ (l<x<+co). 

解因为，当时,有 

1 | yir + y ^ rl < ljri 2 X21 - 

于是，对于任给的 e 〉0,取5 = 2€，则当 | a :】 ~ x 2 |<5,且 * r 】， x 2 
6 [1，+°°)时，恒有丨 Jx \ — \/^7 1<*|~5 = €， 

因此, / U ) = 在 [1, + oo ) 上一致连续 • 

【 800 】 /(:r)= xsinx (0 ^ x <+ oo). 

解在 [0, + oo ) 区间上选取两点列 

X n = 2h7T» X n = Zmz + — » 


而 


| X n — x „ I =- ► 0 (w OO) , 

n 

I /(:’” ）一 /(:”）I = (2mr + 士 ) sin 士 

= 2«7rsin — + —sin 


由于 lim — sin — 

w-^oo Tl 71 


sin 


lim 2 mtsin 


lim 2 冗 


271 


所以 
现取 e 0 


I / Cr ’”） 一 /(工”）|—2丌(；1 — 00). 

7 C , 于是，不论 S > 0 取得多么小，只要 W 充分大，总有 


I X n —x n \ = — <8. 

71 

但 I /(:’”）—/ Cr ”）\>k = e 0 f 
•因此， /( x ) = : rsinr 在区间[0, + oo ) 上不是一致连续的. 

【801】 证明： 函数 fix ) = 

00 
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在区间 L =(—10<0)和乃=(0<0：<1) 

内分别一致连续,但在它们的和 

]\ +]i = {0<| x |< 1} 

上并非一致连续. 

证 在入=(一 1，0)上 

fix ) ―― lim fix ) =— 1， 

X 0 


且 / u )=-51 M ， 

oc 

在 (一 O 3,0] 上连续，所以定义 


F(x ) = 



x = O t 
- l < x <0. 


则 F ( x ) 在[― 1，0] 上连续，从而一致连续，因而 /( x ) 在 (一1,0) 
上一致连续.同理, / Cr ) 在 (0,1) 上也一致连续.由于 

lim /( x ) = lim = 1， 

J - • 夺 0 x • + () X 


lim /( x ) = lim —=一 1, 

卜一 *0 x-^— 0 X 


故必存在7>0( 7 <1)，使当 

0 < 工】 < 7 ， 一 7 < 工 2 < 0 

时，有丨/(々）一/(々）1>1. 

现取 e 0 = 1，则不论5>0取多么小，都存在两点: tma ，使 


OCa <min|7 ，|}， 


min 卜，音 


< xi < 0 . 


于是 丨 X ! —« r 2 I <5， 

但 I /( J ：!) — /( x 2 ) I > e 0 ， 

因此,/(* 2 ：)在九+九 ={0<| x |<1}上不一致连续. 

【801. 1】证 明:如 果函数 / Cr ) 在闭区间 0， c ] 和 0,6] 中的 
每一个区间内一致连续，则此函数在总和区间 [ a ,6] 内也一致 
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连续. 

证因为/(^)在0， d 上一致连续,故对任给的 e > 0,存在 
^1 ( e ) > 0,使得当 Xi ，: r 2 6 [ a , r ], 

且 I A — : r 2 |< 5 i ( e ) 

时，恒有 I / Cr 】）一/( x 2 ) |<|. 

同样，存在占 2 ( e ) 〉0,使得当: n ， j ：2 6 [ c ，6]， 且 

I ^ri — J02 I < 52( e ) 

时，恒有 I /(々）-/(々）|< f , 

取 5 = min{^(e) ， 5 2 (e )}， 

则当 Xi jX 2 6 且 I Jd — x 2 |<汐 

时，若 《 ri ，: r 2 位于 [ a ， r ] 和 [ r ，6] 中的同一区间，则有 

I /(XI )-/(々） |<|<£- 

若 A ，《 r 2 位于 [ a ， r ] 和 [ c *，6] 中的不同区间上，则 r 位于: r , 和 : r 2 之 
间，所以 |: ri — c |<5 ，I xz—c |< 5, 

因而，恒有 I /( A )—/( x 2 ) | <| f { x x )~c | + | f ( x 2 )-c I 



因此，当: Tl ，： T 2 6 [ a ，6]， 且丨 — J ：2 时，恒有 

I f ( 工 l) — /(x 2 ) |<£. 

即 fU ) 在[〜6]上一致连续 • 

【802】对于 e >0, 求使函数 / Cr ) 在已知区间内满足一致连 
续的条件的5 = 8 U ) (任意的!)，若 

(1) f(x) = 5 x — 3 (― oo<:r <+ oo ); 

(2) f(x) =x 2 -2x-l (-2<«r<5); 

(3) fix) = - (0.1<x<l )； 

oc 

(4) fix) — Vx (0 ^x<C+oo)； 
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(5) /(x) = 2sirir — cosx (— oo <; x <+ °°) ? 

(6) f(x) = xsin (x -=^ 0) 

及 /(0) == 0 (0 ^ a: ^ 7r). 

解 (1) {/(xO-fM 1 = 5 Im I ， 

取汐 = f 即可. 

(2) I /<X]) — /(x 2 ) I = I Xi —x 2 II 工 1 + 工 2 —21 ， 

由于 一 5 ， 

故 I Xi + x 2 —2 1< 8， 


于是，取 5= f 即可. 

(3) 当 ai<：n <1,0. 1<了 2 <1 时， 

I 加) -/ ⑹ 

于是，取5= 0. Ole 即可 • 

(4) 当 a >0,6>0 时,显然有不等式 

vCT 6< V ^+76 

成立•对于任给的 e >0, 取占 = e 2 , 则当 x , ，: r 2 e [0，+ oo )， 且 
I ml <5 时，有 

sfx[ <c y/~X2~+8 ^ \fxl +75 = y/j02 +€， 


同理，有 /xi < y ^7 + e . 

即 t Jx [— -/xT l < e . 

(5) I fUO - fUz ) I 

^ 2 I siari — sirir 2 | + | cosxi — cosx 2 I 


< 2 I xj — x 2 1 + 



3 I 


•ri — J ：2 



取汐 =" I 即可. 
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(6) 任给 e >0, 当: n ,: r 2 6 [号，时，有 


I /(工1)-/(工2) | 


x\ sin - X 2 sin 一 

•ri 工 2 


X\ sin - Xisin - hxi sin - x 2 sin — 

x 2 x 2 x 2 


<1 Xi I I sin — — sin — I +1 Xi — x 2 I | s ^ n ~ 


(»| 

min {|*3 


工 2 l < 


3 +i 


I 工1 — 工 2 I 


设工1，：1：2 6 [0,7C]， 且丨 Xi — X Z |<占，下面证明必有 

I /(^ i ) —/( x 2 ) |< e . 

不妨设，若了 1>音,则均属于 [ f,7T]， 故由上 


面的结论有 


l/U)—/Cr 2 ) 丨 < 


3 + £ 


\ Xi—X 2 


< 


3 + e 

- • 


€ 2 

3+e 


若0 < xi < f ，则 


工 1 + A <5+"|- ^ 


故 


l/(^)-/(x 2 )|= a: lS in--x 2 sin- 


^1 1+1 ^2 l < 
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当 XI = 0, 则同样有 x 2 < 


所以 


I /(xi>— /( x 2 ) I = 0 —x 2 sin^- <| x 2 |< ^ < 

工 2 o 


综上所述，当 e [0,7 T ], 且 I |<5 时，就有 

I /(工1) —/( x 2 ) |< e . 

【 803 】 把闭区间 [1,10] 划分成多少个彼此相等的线段，才 
能使函数 nx ) = X 2 在这些线段中每一段上振辐都小于 0. 0001? 
解设分 为力个 相等的线段，则对于每段中的任意两点:^， 

工2均有丨 •^一 X 2 . 


于是 | : r ? 一 


< 


I ^1 + M 工】 
(10 + 10)9 


180 


180 


按题设，只需 ^<0.0001, 

n 

即 n > 1800000, 

因此，把 [ M 0] 等分成至少为1800000个等长的线段，就能满足 
要求 • 

【 804 】 证明: 在区间内有穷个一致连续函数的和及其 
乘积在此区间内仍然是一致连续的. 

证由于有穷个函数相加或相乘可逐次分解成两个函数的 
相加或相乘，故我们只需考虑两个函数的情况. 

设 / Cr ), gCr ) 都在有限区间上一致连续,我们先证明. 
(1) fU )+ gU ). 任给 e 〉0,由于 /( x > 在 ( a ，6) 上一致连 
续， 存在成 >0,使得当6 ( a ，6), 且 U _ x 2 |<^时，恒 

有 I /(々)一/(々） i <|. 

同样,存在灸 >0,使得当€ ( a ,6), 且 a : 2 |<灸时， 
恒有丨 g ( xi ) — g ( x 2 ) l < f ， 
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令 S = min {5 j 9 $ 2 } 9 

则当 xi , x 2 6 (“，仏且丨：^ 一 x 2 时，恒有 

I [/(x,)+g(j ： i)]-[/(x 2 )+g-(^2)] I 

<1 /(*Tl) 一 /( 尤 2) [ + ! g(j ： l> — g< ， X 2 )[ 


< 


e_ 


+ i 


故 / Cr )+ gCr ) 在 ( a ,6) 上一致连续 • 

下面我们证明 

(2) fix) • gCr ) 在 (a,b) 上连续.因为 fix) 在 U ， W 上一致 
连续,故对于任给的 e >0, 存在5>0,使得，当: r ',/6 U ，6)， 且 
I x — x | < 8 

时，恒有丨 fix)-fix) |<€. 

特别地，当 a <ix < a-\-$ 9 a < x ，r < a + 

时，必有 I fix)-fix) \<e. 

由柯西收敛准则，知 /( a + 0) = lim /( x ) 

j _ tf 4 _0 

存在.同理 

/(A —0) = lim /(x), 

r ^ b m 0 

g(a + 0) = lim g(x) , 

T » g ； 0 

g(b — 0) = limg^x )， 

x 0 

存在.故在 [ cz ，6] 区间上定义 

( /( x ) ， 当 a < a : < 6 时； 

F(x) = J f(a + 0) ， 当: r = a 时； 

1/(6-0), 当 : r = 6时. 

( giOC)y 当^2<尤<6时； 

G ( x ) = Jg(a + 0), 当 :r = a 时； 
lg (6 —0), 当 a : = 6 时. 


lg (6 —0), 当 :r = 6 时. 

故 FCr ) - G ( x ) 在 [ a ，幻上连续,从而一致连续•所以 / Cr ) •尽 ( x ) 
在 U ,6) 上一致 连续. 

— 442 — 




9. 函数的一致连续性 丨 第一章【：分析引论 


注:由 证明知，当 U，W 为无穷区间时， ( a ,6) 上一致连续的函 
数 / Cr ) 与 g ( x ) 的和 / Cr ) + gU ) 也一致 连续. 但乘积 fix ) - 
g (- r ) 不一定一致 连续. 例如，设 ( a ，6) = (— 00 , +°°) t /( x ) = x 
在(一 00 , + oo ) 上一致连续，但 
fix ) - fix ) = x 2 , 

在(一 00, +oo) 上不一致连续 • 

【805】 证明: 如果单调有界的函数 fU ) 在有穷或无穷的区 
间 ( a ,6) 内是连续的，则此函数在区间 U ，6) 内是一致连 续的. 

证分三种情况讨论 

(1) ( a ， b ) 为有限区间.由于 / Cr ) 在 U ，6) 上单调有界，故 


f(a + 0) = lim fix ) , fib — 0) = lim f ( x ) 

r »<H-0 x 争 fr-0 

均存在且为有限. 

在 [>，&] 上定义 F ( x )： 

/ Cr ), 当 a < a :<6 时； 

F ( x ) = < /(a + 0) ， •当 :r = a 时； 
l /(6-0), 当: r = 6 时. 

则 FCr ) 在 [ a ,6] 上连续，从而一致连续，当然在 U ,6) 上也一致连 
续.故 fix ) 在 ( a ， b ) 上一致 连续. 

(2) a 泌中一个为有限数 ，一 个为无穷大.不妨设 a 为有限数， 
ft =+ co (6 为有限数， a =_ w 的情况，可类似地证明).因为/( X ) 


为单调有界的函数，故 iim / Cr ) 存在.所以，在 [ a , + co ) 上定义 

X » 


FU ) = 


I / ⑴， 

l/(a + 0), 


当 a < 1 <+ 00 时， 

当 x = a 时■今 


故 F ( ar ) 在 [ a ，+ 00 ) 上连续，且 limF ( x ) = lim fix ) 

X — "OO j-.- f oc 

存在并为有限数. 

由791题的结果知， F ( x ) 在 [ a ，+ CX 0 上一致连续，从而 / U ) 
在((2, + co ) 上一致连续 • 

(3) •任给 e >0, 由 （2) 的结果知， /( x ) 在 
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(0, + 00 ) 上一致连续，故存在次 > 0,使得当: rZ ， o :" e ( o , + oo ) , 
且|/-1〃|<5 1 时，恒有 

| /(X，） -/(:") |<6, 

同样, / Cr ) 在 (一 M , l ) 上一致连续,故存在5 2 >0,使得，当: r '， i 〃 
e (- oo ， i )， 且 I n |<^ 2 时，恒有 

I f ( x )- f ( x ) |<6, 

令 d = min{^i 9 8 2 A } 9 

则当 I /— x " |<^ 

时， /，: r " 必或者同属于区间（0, + 00 )，或者同属于区间 
(- cxd ， 1 ), 因此，恒有 | fU )- f ( x ) |< e , 

因此， /( x ) 在(一⑺， + TO ) 上一致连续. 

【806】证 明:如 果函数 / Cr ) 在有穷区间 U ,6) 内是一致连 
续的，则存在极限 A = lim / Cr )* B = lim / Cr ). 

-r- ^c r l O x-^b 0 

问此定理对于无穷区间 U ，6) 是正确的吗？ 

证 /(X) 在有限区间 G ，6) 上一致连续，故对于任给的 e >0, 
存在$>0,使得当 x '，: r 〃6 ( a ，6), 且 | /— x "|<$ 时，恒有 

I fix ) - fix ) I < Oo , 

特另 lj ， 当 ^2</<(2 + 5,^2<1"<(2+占,时， 

恒有 丨 f(x)-f(x) |<€o. 

由柯西收敛准则 

A = lim fix ) 存在. 

j »crf 0 

同理 B = lim /( x ) 存在 • 

Jr ^-0 

此定理对无穷区间不成立.例如 /( x ) = sirur 在(一 oo ，+ oo ) 
上一致连续，但 lim sinx 及 lim sinr 均不存在. 

X^foo T-^—OO 

【806. 1】证明 ：在有 穷区间 U ，6) 内有定义且连续的函数 
/( x )， 能用连续的方式延续到闭区间 [ a ，6] 上，其必要和充分的条 
件是函数 / Cr ) 在区间 U ，6) 内是一致连续的. 

证必要 性:若 / U ) 能用连续的方法延拓到闭区间|>，6] 
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上，则 /(X) 在[〜6]上连续，从而一致连续,所以在 U ,6) 上也是 
一致连续的. 

充分 性:若 fix) 在 ( a ,« 上一致连续，根据806题结果知， 
/(a + 0) = lim fix ), 

•T-^a+O 

与 /(6 —0) = lim f{x) , 

x . 1/^0 

存在且为有限值，故在 0,6] 上定义 FCr ) 为 

( /(工）， 当 a < x < 6时； 

F(jt) = -! f(a-\-0) f 当: r = a 时； 

、/(6_0)，当 :r = 6时• 

显然， F ( x ) 在 [( 2 ,6] 上连续，在 U ,6) 上 F ( x )= /( i ) ，即 F ( x ) 是 
/(： r ) 在0,6]上的连续延拓. 

【 807 】 函数吟 (5) = sup 丨 f(x,)-f(x 2 ) I ，称作函数 / U ) 
在区间 ( a ，6) 内的连续模数.（其中^和: r 2 是 U ，6) 中受条件 
I X , - X 2 | 限制的任意两点). 

证明 ：函数 / Cr ) 在区间 U ,6) 内一致连续性的必要且充分条 
件是 lima ；/ ⑶= 0. 

S ’+0 

证必要 性:设 /( x ) 在(心 6) 上一致连续，任给 e > 0,存在 
rj> 0,使得当 A ，心€ ( a ，6) 且 | a _: r 2 |< ^时，恒有 

I /(工】 ） 一 /( 工 2) 1<音. 

现设0<5< 7 ，则当 I X !- X 2 时，必有 

I /( x 】）-/(: 2 ) \< J . 

从而 Cdf(8) = sup I /( xi ) —/( x 2 ) !< Y <e 9 

即 lima ;/(5) = 0. 

充分性 ：因为 limav ⑻=0， 

S -^\0 

任给 e >0, 存在 7 >0,使得当0<》< 7 时，恒有 
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( 0 /(. 8 ) ^ €. 

现设: n ， j * 2 6 ( a ， b ) 且满足 I a — 0*2 l < 7* 

若 JTi = X 2, 则显然 

! fix\) —/(x 2 ) I = o <e, 

若 : Ti 令 

=\ xi—x? 1 9 

则 0<次<7. 

于是 I /(^ i ) — /(了2) \^： cof ( d \) < e » 

因此， /(: r ) 在 U ，6) 上一致连续 • 

【 808 】 若 

(1) fix ) = x 3 (0< j :< 1); 

(2) fix 、= G (0<: r < a ) 及 0 z <: r <+ oo ); 

(3) /(t) = siar + cosx (O^x^i 2n). 

对函数 /( x ) 的连续模数 ov (5)( 参阅上题）作以下形式的估 

价:如/⑶ 

其中 C 和 a 都是常数， 

解 （1) 当0<々<1，0<了 2 <1 

且 丨 xi — A |<占， 

时 I X1 — J*2 I = I Xi — X 2 \ \ x \+ X \ Xi -\- x \ 35. 

于是 uj /^ S ) ^ 3^ 

(2) 由于 v / ^ FT < A + 乃 ( a >0,6>0). 

当 0 < ：n < a ，0 < :r 2 < a ， 且 I j：i 一 *r 2 5 时， 

I VxT — ^fxz \ ^ y I Xi X 2 T 

于是 < v f (8) d 

当 a <.X\ <+ oo,a <C x 2 <+ 00 ， 

且 I ii — JC 2 I < 5 时 ， I \ fx [— \/^7 i = 《 2^/ a ' 
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于是 cof(d) < 


8 




(3 ) 因为 fix') =v^sin(x + -^) 


故 


I f(x x ) — f(x 2 ) I 


J 2 


sin ( A+f )— sin (^ + J ) 


72 


OCl+Xz+^k 


cos 


2 


sin 


工 l —工 i 
2 


<72 


工 1 —工 2 


<, 428 . 


于是 <o f i8X 微 


§10. 函数方程 

【 809 】 证明: 对于: r 和: y 的所有实数值满足方 程式： 

f(x + y) = fU)+f(y) ① 

的唯一的连续函数 / Cr )(— oo <： r <+ oo ) 为齐次线性 函数： 
/(x) = ax. 

其中 M = /( l ) 是任意的常数. 

证 先证: 对任何有理数 C ， 必有 
/(Cr) =C/(x). 

事实上，当 m 与 n 为正整数时 

f(mx) = /(x+ (m — l)x) = fix) + /((m — l)x) 

= fix) +/(x) +/((m — 2)x)= … 

=/Cr) + fix) + … + fix) = mf(x) 9 

所以 
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彌全解 （ 


于是 心) = f 似， 

又在①中令: y = 0, 有 

/( x ) =/( x )+/(0). 

于是 /(0)=0, 

从而有 0 = /(0) = /Cr + (— o:)) =/(z)+/(— I )， 

所以 /(-x) =-/(x). 

于是 /(-?:)=-/，)=-?/(:)， 

因此,对任何有理数 C , 都有 

/(Cr) = C/(x) (― oo< x <+oo). 

若 C 为无理数,则存在一有理数序列 C „， 使 
limC n = C. 

rt-^oo 

从而 limC„j ： = Cr (― 00 < x <+ °°). 

由 / IT ) 的连续性，有 

/(Cr) == lim/CC^x) = limC n /(j：) = C/(x), 

因而,即对任何实数 C 都 

/(Cr) = C/(x) (-c«<x<+oo) t 

因此，对任何实数 * r , 有 

fix) = fix • 1) = x/(l) = ax 9 

其中 a = /( l ). 

【 810 】 证明 :满足 方程式①的单调函数 /Cr) 是齐次线性函 
数 • 

证 由809题的证 明知: 对任何有理数 C , 有 
/(Cr) = CfU). 

且 /(0) = 0. 

下面，利用 /Cr) 的单调性证明上式对任何无理数 C 也成立. 
我们不妨设 /Cr) 为单调增加的，设 C 为无理数，要证明 /(Cr) = 

0,时，显然成立,下面我们只讨 
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论 ： r > 0的情形 Cr < 0时可类似地讨论).取两串有理数 { r „} 及 
{ 〆 ”}使 

ri 0 2 < r 3 < …< C < …< r ’ 3 < r ’ 2 < r ' ， 

并且 limr ” = limr ’„ = C . 

n-^o rr^oo 

由于 ： r >0, 故 

r\x < r 2 x < r 3 x < … < Cr < … < r z x < r 2 x < r \ x ^ 
并且 limr^x = limr ) = Cr. 

由于了 ^ r ) 是增加的，故在点 Cr 的左，右极限存在，并且 
有 /(Cr - 0) < /( Cr )< /( Cr +0). 

而 /( rvr ) = r n f { x ) yf { r „ x ) = r ’„ f ( x )， 

因此 /( Cr -0) = \im f ( r n x ) = C / Cr )， 

n-^oc 

/(Cr +0) = lim /( r ’„ x ) = C /( x ), 

故 /( Cr ) = C / Cr ), 

故对任何实数 C 及 o : 都有 
/( Cr ) = C /( x ). 

从而 /( x ) — /(x • 1) = x /( l ) = ax * 

其中 a = /( l )- 

【 811 】 证明: 满足方程式①并在某小区间(一 e ， e ) 有界的函 
数 / Cr ) 是线性齐次函数. 

证 由809题的证明知,对任何有理数 C 有 

/( Cr ) = C /( x ) (-oo< x <+oo). 

下面我们证明对于任何无理数 C ， 上式也成立.反设存在无理 
数 Co 及某实数 a :。， 使 

/(CoXo) 7^ Co/(x 0 ). 

令 /( CoXo ) — Co /( x 0 ) = a . 

则 a 7 ^ 0 . 

现选取一有理数列氏}二 i ，使 lim % = C 0 . 

TT^OO 

于是，对任何正整数 m ， 有 
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/[m(C 。 — r n )x 0 ] = m/[(C 0 — r w )x 0 ] 

=m[/(C 0 x 0 ) —/(r„x 0 )] 

= m(Co . 

(n = = l ,2,3,-0. 

任给 M >0, 先取定一正整数 m ， 使对此固定的 m ， 由于 

I a I 

limmCCo — r w )a：o = 0, 

lim77i(Co — r n ) f(x 0 ) = 0, 

故可取一 5 分大的正整数〜使 

I m(Co — r„)x 0 |<e ， 

I m(C 0 — r n )/(x 0 ) |< M, 

令 x = m(Co — r n )x 0 . 

于是并且 

I /(x) \^rn\ a | — I m(C 0 — r n )/(x 0 ) | 

>2 M-M = M . 

由 M >0 的任意性，即知 fU ) 在 (一 e , e ) 内无界，与假设矛 
盾.故对任何无理数 C ， 有 /( Cr ) = Cf(x). 

由809题的证明，即可得结论. 

【 812 】 证 明:对 x 和: y 的所有值满足方程 

/(: + ))= f{x)f{y) ② 

的唯一不恒等于0的连续函数 / Cr ) (― oo < x <+ oo ) 是指数函 
数: /Cr) = 〆 ， 其中 a = /( I )为正常数 • 

证法一:我们首先证明 fix ) >0(— oo < x < + cxd ). 事实 

上，由 /⑴ =/( f+f )= [/(f )了 知/⑴ >()• 

由于 / Cr ) 吴 0,故存在 x 。 ,使 fUo ) > 0.再由 
/( x 0 ) = f(x 0 +0) = /( x 0 ) /(0), 

可得 /(0) = 1, 

从而对任何实数: r ， 有 
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l = /(0)=/[ x +(- a ')] = 

fix ) • fi — x ). 

故 

/( x ) 尹0， 


因此 

/ Cr ) >0， 


且 

f (— x ) = [/( x )] _, . 



当与 n 为正整数时， 

f ( mx ) = /((m — l ) x 4~ x ) 

= /(( m - l ):)/ Cr ) 

= /(( w -2 Xr ) • (/( x )) 2 
= … =[/(： r )]，”， 

/( xW «)=[/( f )]' 

从而 /(^) = 

于是 心) = [，⑸ I " = [/( 抑’ 

因此，对任何有理数 C , 有 

/(Cr) = [/Cr)] c (-oo<x<+oo). 

对无理数 C , 可选取一有理数列 { r !，使 

limr n = C . 

从而 limr ^ = Cr . 

由 f ( x ) 及指数函数的连续性，我们有 

/( Cr ) = lim / OnX ) = lim [/( x ) j r " = [/(:)] c . 

ir-w 

因此，对任何实数 C 及: r , 有 /( Cr ) = 

从而 /( x ) = fix - 1) = [/< D ? = a % 

其中 a = /(1)>0. 

法 二:根 据前面的证明，有/(工）> 0,令 
Fix ) = \ ogaf { x ) , 
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这里 a = /( I ) > 0,于是 F (: r ) 在 一 oo < 工 <+oo 上连续，并且 
FCr + ： y ) = logJXx + y ) = \ ogaf ( x ) f ( y ) 

= \ogaf ( x ) + \ ogaf ( y ) = F ( x ) + F ( y ). 

由 809 题的结果，知 FU ) = Ar 

这里 A = F ( l ) = 10&/(1) = lo&a = 1. 

从而 F ( x ) = x , 

因此 /( x ) = a x . 

【 813 】 证明: 在区间 (0， e ) 内有界并且满足方程②的不恒 
等于0的函数 / Cr ) 是指数函数. 

证由 812 题的证 明知: /Cr)〉0 (― oo<:r< + c>o), 并且 
对任何有理数 C , 有 

/( Cr ) = [/(x)] c ,/(0) = 1. 

下面证明对任何无理数 C , 也有 

/(Cr) = [/(x)] c (― oo<x<+oo), 

反设存在某无理数 C 。 及某实数 x Q ，使得 
f ( C 0 Xo ) ^ C / Uo )]^ » 

因为 /(0) = 1 ， 

所以 Xo ^ 0. 

不妨设扁>0.设《 = 

则 a > 0, a 关1•若 a > 1,选取一有理数列{^}以，使得 

n < 厂2 < r 3 < …< Co ， 

且 \ imr n = Co . 

于是对任何正整数 m ， 有 

/ [ m ( C 0 — r „) x 0 ] = {/ [( C 0 — rjx 0 ]} m 

= /( C 0 x 0 ) m • /(— r „ x 0 ) m 
=• [/ Cro )] m(c 。、〉. 

对于任给的 G > 0 ， 先取定一个正整数 m ， 使， > 2 G . 而对于 



■函 数方程 1/第一章分析引论 

此固定的 m 有 

limm(Co — r „) x 0 = 0， lim [/(: r 0 1. 

故存在一 ^分大的〜使得 ^ 

0 < m ( C 0 — r n ) x 0 < e ，[/( x 0 )] m<C ° _r ") > 士. 

于是令 x = m ( C Q — r „) x 09 
则 (0, e ), 且 fG ) > 2 G • = G , 

故 fix ) 在 (0， e ) 内无界. 若 a < 1,则选取有理数列{ 〆 „ }^，使得 

r’i 〉 r’2 > r’3 > …> C 0 ， 

且 \ imr n = Co . 

于是对任何正整数 m , 有 

fl-m(Co-r n )x 0 ^ = ai[/(x 0 )]， <c 。乂、 

与前面一样的讨论可得到矛盾.因此,对任何无理数 C ， 有 /( Cr ) 
= [/ Cr )] c . 

故对任何实数 C 及; r , 有 /( Cr ) = [/( x )] c . 

从而 /( x ) = fix • 1) = [/( l)y = a x 9 
这里 a = /( l )>0. 

【 814 】 证明 :对于 x 和: y 的所有正值满足方程 
f ( xy ) = f { x ) +/(，） 

的唯一不恒等于0的连续函数 / Cr ) (0 < x <+ oo ) 是对数 函数: 
/( x ) = log ^， 其中 a 是正数常数 U # 0〉. 

证由 f ( xy ) = /( x ) +/(： y )， 

有 /( x ) =/( x - 1) =/( x )+/( l ). 

从而/(1) = 0,由于 / Gr ) 关 0, 故存在: ro 〉0, 使得 /( x 。） 爹0,先 
考虑 /(工。）>0 的情况.由于 . 

/ U )^/( x 0 )+/( xr 1 ) = - 

= nf ( x 0 ) - H -°° (w — oo ). 

由连续函数的性质知，在 1 与 W 之间必存在 a (a > 0)，使得 
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f ( a ) = 1. 现考虑函数 

F ( x ) = f ( a x ) (― 00 <C x <+°°)， 

显然 F ( X ) 在(一00, +00) 内连续，且满足 

FU + y ) = f ( a^n = f ( a J • a y ) 

= /( 〆 ）+/( 〆 ）= FU )+ F ( y ). 

由 809 题的结果知 

F ( x ) = Ax (― 00 -< x <;+ oo ), 

其中 A = F ( l ) = /( a ) = It 

即 Fix ) = x . 

亦即 /( a T ) = x . 

令 〆 => 

则 x = logajy ， 

于是 /(^) = loga ^ (0<： y <+ OO ). 

若 / Cr 。） < 0 ,则设总 (: r ) =— f ( x ) 9 
于是 gCro )>0, 且 gCr ) 也满足 
g ( jr _ y ) = g ( x )+ g ( y ). 

根据前面的证明，有 

g ( y ) = (0<： y <+ oo )， 

其中 A 〉0 •即 

一 /( ： y) = log^jy, 

或 Ay ') =— log ., y . 

令^ = 丄，则 a > 0, 且 

f ( y ) =— lo&j y = logay (.0 < y <+ oo ). 

【815】证明 :对于 x 和: y 的所有正值满足方程 

fiocy ) = f ( x ) f ( y ) ③ 

的唯一不恒等于0的连续函数 f ( x ) ( 0 < x <+ oo ) 是幂 函数: 
/(:^二广其中“为常数. 

证设 F (: r ) = /( e 0 (― oo <« r <+ oo )， 
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则 FU ) 是(一 oo , + OC ) 上的连续，不恒为零的函数，并且满足 
F ( x - hy ) = f (^ y ) = / W ) 

= fun • f { e ) = F ( x ) . F ( y ). 

根据 812 题的结果，有 F ( x ) =ff (- oo < x <+ oo ), 

其中6>0,即 /( e J ) = b r (— oo <： r <+ oo ). 

令#=>则 3 ；€ (0,+ oo ) •显然存在唯一的 a G (- 00 , 
+ 00 )，使得 e a =6,于是 

f(y) =lf = e 似 =y (0< ： y<+oo). 

【 816 】 求对于 a : 和: y 的所有实数值满足方程式③的所有连续函 
数 fix ) (― 00 〈: r <+ oo ) # 

解因为 f ( xy ) = f ( x ) f ( y ), 

所以 /( l ) =/(1 • 1) =/( l )/( l ). 

于是 /(1)=0, 

或 /( I ) = 1. 

当/( I ) = 0时，对任于任意实数 x , 均有 

f ( x ) =/(1) • f ( x ) = 0. 

当/( I ) = 1时，由于 

/ ⑴ =/(-1) ./(-I) = 1. 

所以 /(- I ) =土1. 

下面分两种情况 讨论： 

(1) /(—1) = 1•此时由于 

/(-X) =/(-l)/(x) = fix), 

所以问题可以归结为讨论 0<: r <+ oo .而当0 〈: r <+ oo 时，由 
815题的结果有 

f ( x ) = x ° a 为 常数. 

再由 /(—: r )=/ Cr )， 即得 
/(x) = | x l fl . 

为保证/(了）在(一 oo ，+ oo ) 中连续，需 a >0. 

(2) /(- I ) =—1. 此时有 
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/(— x ) = /( — 1) • f ( x ) =— fix ). 

同 （1) 一样讨论，可得 

fix ) = sgrxr x \ a (a ^ 0). 

综上所述，所求函数为:①/(工） eO 或② /(: r ) = j x 卜 ( a >0) 或 
③ /( x ) = sgnx • | x | a (a ^ 0). 

【817】证明 :不连 续函数 / Cr ) = sgnr 满足方 程③. 

证 由于 fix ) = sgar , f ( jcy ) = sgn ( xy ) 

分三种情况 讨论： 

(1) xy > 0,此时 z 与: y 同号，故 
sgn ( ar ^) = sgnz • sgny = 1. 

(2) xy < 0,此时: r 与 ： y 异号，故 
sgn ( a :^) = sgar • sgny =— 1. 

(3) xy = 0,此时， 0 ：与 3 /中，至少有一个为零，故 
sgn ( xy ) = sgar • sgny — 0. 

因此,对任何实数: r ，： y ， 均有 

sgn ( xy ) = sgar • sgny ， 

亦即函数 /( i ) = sgar 满足方程 
f ( xy ) = fix ) • f ( y ). 

【818】求对于 x 和: y 的所有实数值满足方程 

/(:c + ： y)+/(x — 3 ；) = 2 f ( x ) f ( y ) 

的所有连续函数 / Cr ) (— oo< x <+ oo ). 

解 易见函数 /( x ) = cosor 或 / Cr ) = chax 满足所给方程. 
下面我们将证明满足所给方程的函数具有上述 形式. 在方程 
/(•r + jy ) +/(x —« y ) = 2 f ( x ) f ( y ) 

中，令 : V = 0,得 

2/( x ) = 2/( x )/(0). 

若 / Cr ) 异0， 

则 /(0) = 1. 

又令 z = 0, 得 
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f ( y )+ f (- y )= 2f ( y \ 

从而 f (- y )= f ( y ). 

由 fix ) 的连续性,知存在 C >0, 使得当 : r e [0， C ] 时， / G ：) 
> 0,设 /( C ) = a . 下面分两种情况来讨论： 

(1) 0<^<1,此时存在0<0<>|,使得 

/( C ) = a = cosd . 

从而 /(2 C ) = 2[/( C )] 2 -/(0) 

= 2cos 2 6 — 1 — cos 2 汐， 

/(3 C ) = 2/(20/( C ) 一 /( C ) 

= 2 cos 2 • cos0 — cosd — cos 30. 

利用数学归纳法可得，对一切自然数〜均有 
firC ) = cosnd 9 

又 [/(+c )] 2 = +[/(c)+/(o)] 

= y(l + cos ^) = cos 2 音. 

由于 /^ c )>0, 故取正根，得 



利用数学归纳法可得，对于一切正整数 n ， 均有 

f (i^h cos (—). 

重复利用上面的推理过程，可得对任何自然数 m 和 n ,有 
/(PC)= cos(p), 

因此，对任何形如 g 的正实数有 
/( Cz „) = cosCftr .). 
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由实数 、的二 进制知，任一正实数皆可表为 g 型数列的极限, 

故由 fU ) 的连续性知，对任一正实数 

/( Cr ) = cos ( ftr ). ① 

由于 /(— J ) = /(： y )， 故当 *r < 0时 ，① 式也 成立. 当 :r = 0 
时 ，① 式显然成立.因此，对任何实数 I 均有 
/( Cr ) = cos ( flr ). 

令 Cr=yja = l j 

则 f ( y ) = cosay . 

(2) a > 1，此时，存在没使得 /( C ) = a = 

根据双曲余弦的关系式,重复上面的推理过程，可得 
f ( x ) = chax . 

综上所述，所求函数为 
/(:)=0， 

或 fix ) = cosar ， 

或 fix ) = chax . 

【 819 】 求对于 x 和: y 的所有实数值满足方程组 

/(:r + ： y ) = f ( x ) f ( y ) — g ( x ) g ( y)j 
g(x + y ) = f ( x ) g (. y ) +/(： y ) 茗 Cr )， 

及 

/(0) = 1 且发 (0)=0 

的一切有界连续函数 /(： r ) 和 g U ) (~ cx , < jr < + oo) m 
提 示:研 究函数 

FU ) = f ( x )+ g 2 ( x ). 

解 设 FCr ) =/ Cr)+f Or ), 

则 FU + y ) = f ( x + y )+ g 2 U + y ) 

= [/(- r ) f ( y ) — g (^) g ( y ) J 2 

+ C/(^)g(y) -hf(y)gU )] 2 
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= [尸⑴ + g 2 U ) Tf { y ) +^( y >] 

= F(x)FCy). 

由于 F (0) = 1, 及 FCr ) 羊0,故由 812 题的结果有 
F ( x ) = a x (― °o < j : <+ ①）， 

其中 a = F ( l )>0. 

由于 / Cr ) 及 g(x) 有界，故 Fix) 有界，从而 a = l. 因此，对于一 

切实数 * r ， 有 / Cr )+ g 2 (: r ) = 1. 

又 0 = ^(0) = gix — x) 

=/(I) 总(一 J：) +/(—X)g(JT) ， 

1 =/(0) = f(x-x) • 

— /(x)/(—x) — g(x)g(— x) 9 

上面两式分别乘以 g (— X )及 /(_ x ), 然后相加得 

/(— x ) = /( x )[ g 2 (— x ) + 尸 (一•!•)] = fix). 

如果上面两式分别乘以 /(— a ：) 及 〆 一1), 然后相减，则得 
g(—j：) =—g(j ： )[g 2 (—x) +尸（一了）] =—g(x). 

从而有 f(x + y)+f(x-y) 

= f(jr) f(y) —gioc)g{y) +f(a:)f(—y)—g(jr)g(.—y) 
= 2f(x)f(y). 

于是由 818 题的结果及 fix) 的有界性得 
f\x) = cosor , 

再由 fU)+g 2 U) = 1, 

可得 g (: r ) =士 sinor . 

【820】 假设: A /( x ) = /(x + A ^ O - fix) 

和 V / Cr ) =△{△/(:)} 

分别是一阶和二阶函数 /( x ) 的有限差. • 

证 明:如 果函数 / Cr ) (-oo< x <+oo) 是连续的且 
△ 2 / Cr ) e 0， 

则此函数为线性函数，即 fU )= a ^+ b . 

其中 a 和6都是常数. • 
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证 由 △ 2 /( x )^0, 得 

fix + Aio：-|- Azx) — /(x + A2X) 

三 fix + Ai x ) — f ( x ). 

令1 = 0,得 • 

/(△1 工 + 〜了） —/(A2X) = f(A\X) —/(0). 

令 A 2 X = wAjc ， 得 

A(n + DA,x]- f(n^x) = /(△#)— /(O). 

由数学归纳法可得 

/ [(n + l ) Aio :]-/(0) = (/i + l ) C /( Aia ：)-/(0)]. 

从而有 /( AiJ ：)-/(0) =-[/( r / A , x )-/(0)], 

n 

特别地，令 Aii = 七，有 

,( 士)- /(0) = 士[ /(1 卜 /(0)] 

/(〒)-/((» = </(+)-/ ⑼] 

= ^[/( l )-/(0)], 

所以 f ( fX +b ， 

其中 a = /( l )-/(0),6 = /(0). 

于是对任何有理数工，均有 /( x ) = ax + b . 

利用 fU ) 的连续性，可得上式对任何无理数: r 也成立.事实 
上，设 x 为无理数，则存在一列有理数汰，使得 lirr ^ = x , 由 

/( x ) 的连续性知 

fix ) = lim /( r n ) = lim ( ar „ +6) = ax +6， 

?r-^oo n-^oc 

因此，对于一切实数 x ， 均有 /( x ) = ax + b . 
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